1.

(a)

Uitwerking Tentamen Kres 3, 031105

De joint pdf van (X,Y") krijgen we door fxy z(x,y,2) over z te integreren:

fxy(z,y) = c(x2—y2)e_m/0 e’ dz = c(x*~y*)e™, >0,—r<y<uwm

~~
EXP(1) pdf
De marginale pdf van X is:
fx(z) = ¢ / (2% —y?)e " dy = ce™™ {ﬁy - y?’] = ce ™" <2m3 — ;g3>
4 - 3 Yy=—x 3
= gcxg’e_z, x>0

en ¢ volgt uit het gelijkstellen van de integraal van fx(z) aan 1:

> 4 AT (4) oo 1 1
1= / gcxge_x der =c () / 2e™ de=8 = c¢=-
0 0

3 14T (4) 8
—_—
GAM(4,1) pdf

De voorwaardelijke pdf van Y gegeven X = z is:

fX,Y<x7y) 3(513'2 _y2)

fr—y e 5 —_— < < .
frixlole) = R = BEIE <y <a
De voorwaardelijke verwachting van Y gegeven X = x is:

¢ 3a? — g 3 Tl 1 v

EY|X=x]=[ = d:“—”‘} =0.
VX =a]=| =5 ydy=_5 |52y — ;¥ .

(Dit was ook direct uit de symmetrie X <> —X te concluderen.)
Cov(X,Y) = E[XY]—E[X]E[Y] = E[X E[Y|X]] - E[X]E[E[Y|X]] = 0—0 = 0.
De joint pdf van (X, Z):

T

1
fralws) = o[ @ -y dy =t [ty - ]| =enter
— P
L 4
= —x’e % x,z>0.
6

De pdf factoriseert en de drager is een Carthetisch produkt = X en Z zijn s.o.

Voor het bepalen van de verdeling van X —Y gaan we transformeren; V = X4V,
W =X —-Y, met inverse X = (V+W)/2, Y = (V- W)/2. We vinden

1 1
J:| 7 2, | =—3 zodat
2 2
11 2 — 2 1 1
fvw(v,w) = 3R ((v—;w) — (U 5 w) ) e~ (vtw)/2 — zve_”pzwe_w/z, v,w >0

Dus fiy(w) = iwe‘w/Q, w > 0, de pdf van een GAM(2,2) verdeling.
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Myw(s,t) = E
= FEle
= Mxy(s+t,s—at)
= exp s—i—t+32—|—25t—|—t2—i—52—2a5t—|—a2t2—82—|—at2—st—i—ast)
= exp s+t+32+(1+a+a2)t2+(1—a)st).

esV—i-tW} —E Hes(X—'rY)—&-t(X—aY)}

(s+t) X +(s—at)Y

Dit is de joint MGF van twee onafthankelijke stochasten V' en W d.e.s.d.a. de
MGF factoriseert in een functie van s en ¢, dus d.e.s.d.a. a = 1.

My (t) = Mxy(0,t) = . Volgens de tabel van appendix B is dan Y ~ N(0, 2)
zodat 75 ~ N(0,1), en dus Y?/2 ~ x*(1).

Ms(t) = Bl %] <2 (M ()" = (L)Q”, dus S = 37, X; ~ GAM(6, 2n).

-6t
Dit antwoord had men ook direct mogen geven middels het onthouden van het
resultaat van voorbeeld 6.4.6. De bijbehorende pdfis: fs(s) = ms%_le”/@,

s > 0 (alleen juiste verdeling, dus GAM(#, 2n) zonder expliciet de pdf te geven
wordt ook goedgerekend).

We maken gebruik van Stelling 8.3.3 die zegt dat als X ~ GAM(#, k), dan
2X/0 ~ x*(2K):

X1+ X c}

< |: X3 1:|
X1+ Xo+ X5

—_ > -
+X1+X2 C
X3 >1—C]:P[ 2X3/9 >1—C‘|

_X1+X2 C 2X1/9+2X2/9 C
(% (4 1— 2(4)/4 1—
_ [ 1 :P[x2< A, 1
X28) - e X*(8)/8 ¢
PlFa 8)>21_C] £P|F(s,4) < ©
= 0 = .
L c ’ 2(1—2c)
Deze laatste kansen zijn in de F-tabel op te zoeken.
Laat V = Xj + X, W := Xl)j‘IX27 dit geeft voor X; en X5 in termen van V'
en Wi Xy = VW, Xp =V = VW = V(I =W),zodat 7 = |  * = ° | =
—vw — v+ vw = —v. Dit geeft
1
fV,W(U;w) = UW(Uw)e—va(U(l_w)>€—v(1—w)/9
3
1 —
PO s 00 <w <

De pdf factoriseert en de drager is een Carthetisch produkt, dus zijn V en W
s.0.



4. Fx(z) = (%)3 voor 0 <z < 6

(a) Laat Y, :=n(0 — X,.n)

Gn(?/) = P[Yngy]:p[n(e_Xn:n)gy]:P H_Xn:ngz]

- P[sze—y} :1—P{Xm§9—y] —1- (FX(Q—y))
n n n
= 1- (1—y) — 11—y >0
On/ n—oo
(b)
Pl|Xpn—0| <e] = Pl0—Xpn <e]=P[Xpn >0—¢
0 — 3n
= 1—P[Xnm<0—s]:1—< 96> 7:01, 0<e<b
Dus X,,,, —— 0.
Nu berekenen we eerste de verwachting en variantie om de CLS te kunnen
toepassen.
] xk+3 3 0 3
EXk:/ der = —— 3+k :79k.
X7] o o8 (34 k)63 R PRy

Dus E[X] = 36, E[X?] = 20, en dus varX = E[X?| — (E[X])?
(485545) 92 — %92'

Volgens de CLS geldt
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NG 4 Z ~N(0,1).

Op een factor 6/X,,., na is dit de uitdrukking waarvoor we de limietverdeling
moeten bepalen. Met behulp van het lemma van Slutsky (St.7.7.4(3)) volgt:

)

X, -3 9
0 :

Y

4, Z ~N(0,1).
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