Uitwerking tentamen KReS3, 301003

a Berekenen van c:

I = cli? 0 (@ +y+ 2)e”* ¥ *dadydz
clp? Jot (I +y+2)e v dydz
clpC(2+2)e*dz

3c

Er volgt dat ¢ = Er is gebruik gemaakt van het feit dat e™, = > 0 de
pdf is van een EXP ( ) verdeelde stochast, zeg W, zodat [(“e dz = 1 en
Jotxe " dx = E[W] = 1.
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Alternatieve wijze: Bereken eerst I = [° [5° [o° ze * V" *dadydz = [;° ze " da =
EW] met W ~ EXP(1). Dit geeft I = 1. Wegens symmetrie onder verwisselen
van x,y, z zijn ook de integralen over y en z gelijk aan 1, zodat 3c = 1, ofwel

1
C = 3-

Marginale verdeling van Z:

fz(2)

3 Jo JoT(x +y + 2) dady
% JoC+y+z)ev*dy
324 2)e7?, (z>0)

b fxy(z,y) = lfo (x+y+2)e x_y_zdz—l( +y+ 1)e Y voor x,y > 0.

Frix (o) = B ety >0
E(Y|X r) = Omy@gle—ydy = 2+ (1 +2)E[W]+ E[W?]) met W ~

EXP(l) Er geldt E[W] = 1, en E[W?] = Var(W) + E[W]? = 1+ 1 = 2,
zodat E(Y|X = z) = 3£,
EXY]=E[XE[Y|X]] = § 2+ x)e "ot dr = § [[°(3 + x)ze * dr = 2.
EX]=E[Y]= [*iz(2+z)e "dx =
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[]Y] = g % = _é

¢ Bekijk de transformatie U = X, W = X +Y, V = X +Y + Z, met inverse
X=U,Y=W-U,Z=V —W. De Jacobiaan is J = 1, zodat
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1
fovw(uv,w) = gve™, (0 <u<w<v<o0)

Integreren over alle mogelijk v waarden, gegeven w en v geeft

w ] 1
fvw(v,w) = / gve_”du = nge_”,( 0<w<v<o0)
0
Hoewel de joint pdf factoriseert zijn V' en W niet s.o. (wegens w < v is de drager

geen Carthetisch product).



9 a MVW( ) [ sV+tW] _ E[esx+\/§ty—tx] _ E[e(s—t)x+\/§ty] _ MX,Y(S .
t \/—t) —e +% (s_t)\/it = 6%52+%t2 Zodat (‘/, W) ~ BVN(07 07 17 ]" O)

b V, W zijn s.0. en ~ N(0,1) zodat V2, W? s.0. en x*(1). We weten dat de som
V2 4+ W? dan x?(2) verdeeld is.
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3. Fx(z)=1-% z>46.
a P[|X1n—9| <€ =P[X1, <O0+€ =1-P[Xy1,, >0+¢ =1—(1—-Fx(0+¢))" =

1- (%) oo

b Stel V,, = n(X1., — 0). Gn(y) = P[Y, <y|] = P[n(X1., — 0) <y)] = P[X1., <
0+ =1—-(1-Fx(0+4)"=1- (1 + %)n " 1—e" @ volgens vergelijking

n—o0o

(7.2.7), dit is de CDF van een EXP(#) verdeelde stochast.

¢ Laat W = +. Voor de CDF van W vinden we P[W < w] = P[X > 1] =

1 — Fx(+) = 6w voor O < w < 3. W is dus UNIF(0, ) verdeeld, zodat

o
EW]| = 55, Var(W) = Volgens de CLS is dan

<
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asymptotisch N (0, 1) verdeeld. Met behulp van de stelling Van Slutsky volgt
dat dan ook (wegens X1, — 6) dat W,, = V12/nX.,(W ) asymptotisch
N(0,1) verdeeld is. Er volgt dat Y,, = \/ﬂ asymptotisch N ((), 12) verdeeld is.
4. a X;s.0.en~ EXP(H), 0fW§l GAM(0,1), zodat 25 ~ x*(2).
Laat W = DB D IEN 7 met V ~ x%(8), en W ~ x?*(12) s.0., zodat
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volgens de definitie van de F-verdeling Z = % ~ F(8,12). Uit appendix B:

Folz) = Ffﬂo) ) (2) B4 270 (25 0)

4)I(6 3
Transformeren naar W = 27 geeft [J| = 2, en
3.3 3 D(10) /2\'3 ., w10 T
Jwlw) = 572Gw) = 5 5@ <3> ()= mpg e ) (0> 0)
b Bekijk de transformatie Y = X7, Z = % + 5, et inverse transformatle Xi1=Y,
X, =Y(4 —1). De Jacobiaan is J = —%, zodat |J| = %. Er volgt

1 - - z
frz(y, z) = y292e vy Dz%e v/z, (y>0,0<z<1)

Y en Z zijn niet s.o. (de pdf is niet te schrijven als het product van een functie
van y en een functie van z)



