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Uitwerkingen Tentamen Kres 4, 150107

Deze pdf komt uit de REC familie met ¢(z) = 22, ¢(f) = -0 = S := > | X?
is Complete en Sufficient voor #. Laat Y; = X?. We bepalen de verdeling van Y
inverse: X = /Y, Jacobiaan: J = ﬁg, fr(y) = 2y e 1000y (y) = 0715 o) (y),

2y
de pdf van de EXP(0~1)-verdeling. S =" X2 =>" Y, ~ GAM(0 !, n).
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In het bijzonder geldt E[S™!] = GF(”n)l) = % waaruit volgt dat "z 1 UMVUE voor

0 is. ("T_l is zuiver voor # en een functie van de C&S statistic)
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Uit opmerking 9.3.1T volgt nu dat alleen 7(f) = 6=' (of een lineaire transformatie
daarvan) een zuivere schatter toelaat waarvan de variantie de CRLB voor zuivere
schatters van 7(0) bereikt.

S=3" X7 ~GAM(0,n), en 205 ~ x*(2n).

v = P [le ,(2n) < 208 < X1+V(2n)}

XL (2n) X3 Ty (2n)
— <fh< —=—],

e = Pl—%55 bYS

waarmee duidelijk is geworden dat het gevraagde gelijkstaartig BI is gegeven door
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De verwachte lengte is het verwachte verschil tussen boven- en ondergrens:

E[(|=E <(X21;v(2") <2”>) 21S>

(zie onderdeel 1a), zodat de verwachte lengte van het BI

Nu is E[S7!] = &
(i 2n) = x3a(2m)) Sty s




(1d) Neem 6y > 6, > 0.
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Dit is een niet-dalende functie van — >  #? = —s (MLR eigenschap in —S). De
gevraagde UMP toets verwerpt dus als —s te groot is, ofwel s te klein. Verwerp als
s < kmet P[S < k|lf =1] = a. Voor § =1geldt 23" | X? ~ x*(2n), dus verwerpen

als 371, X7 < 5xa(2n).

(le) Fx(z)=1—e%" voor > 0. Fy, (z)=P[Xy, <] =1— (Fx(z))"=1—e """

w(f) =P o

“10g(0.9 st
Xy < ﬂ]:pe—”a1550”:1—(0.9)9. 6> 0.

Dit is een stijgende functie van 6, dus de size is a = 7(1) = 0.1.

(2a) Voor de joint pdf geldt

n -3

Volgens het factorisatiecriterium is S := X;., dus sufficient. Komt S ook uit een
complete familie? We bepalen eerst de verdeling van S. Fx(z) = 1— (g)2 voor x > 4.

Fs(s)=1-— (g)% voor s > 0. Differentiéren geeft: fg(s) = 2n0*" s >" "y )(s). Nu
gaan we kijken of E[u(S)] = 0 impliceert dat u(s) = 0:
Elu(5)] =0
& 2n92”/ s 2 ly(s)ds =0
0

o0
& s 2 ly(s)ds = 0, differentiéren naar ¢

= @) =0, (0>0)=uld)=0, (6>0).

Dus komt S inderdaad uit een complete familie van pdf’s, waarmee is aangetoond
dat S C&S is voor 6.

(2b)
E[S] = 2n6™ s 2" ds
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Hieruit volgt dat [—27;15] = 6, wat aantoont dat 2"2—;15 UMVUE voor 6 is. (omdat
—2’;;15 een functie van S is die zuiver is voor 6)



(2d)

Dus de MME is X = %X. Voor de MSE consistentie kijken we naar MSE(X) =
Var(X) + *(X). De MME is zuiver, immers E[X] = E[LX] = JE[X] = 0, dus
is voor MSE consistentie alleen nog het asymptotisch verdwijnen van de variantie
nodig. F[X? =262 [* i—i dx = 267 log z|}2 ,. Deze integraal divergeert, dus bestaat
het tweede moment (en daarmee de variantie) van de MME niet. De MME is dus
niet MSE consistent.

Laat Y = X/0. Voor de verdeling van Y inverteren we: X = 0Y, J =0, fy(y) =
0202 (0y) > Ij9,00)(0y) = 2y~ >I;1 5y (y), wat niet van 0 afhangt. Hiermee is aangetoond
dat Yi,...,Y, en dus ook Yj., een verdeling hebben die niet van 6 athangt. Dus
Yim = X1./0 is een spilfunctie. Fy(y) =1—y 2, y>1. Fy, (y) =1—y 2", y > 1.

We lossen op Fy,, (y) = &77 De oplossingen zijn y = (HET”Y)*%, dus
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Het gevraagde BI is
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We bepalen eerst de ongehinderde MLE. De aannemelijkheidsfunctie is

n -3
L(6) = 276> (H m) Tip.00) (T1:n)-
=1

Dit is maximaal als # maximaal is onder de voorwaarde 6 < x1.,, dus als 0 = x1.,.
= 0 = Xj.,,. De gehinderde MLE (onder Hy) is 6y = 2. De gegeneraliseerde-




likelihood-ratio toets bestaat eruit te verwerpen als A te klein is, waarbij
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dus verwerp als z1,, < 2 (in dat geval weten we zeker dat Hj niet waar is) of als
T1., > k. Onder Hy kan xq.,, < 2 niet optreden, dus voor een size a moet voldaan
zijn aan P[Xq., > k|0 = 2| = a. B[Xy., > k] =1— Fx, (k) = (%)Qn = «, ofwel
0/k = a2 met als oplossing k = 2a~ 2. Dus de GLR toets bestaat eruit te verwerpen

als 1., <2, of xq., > 20 .




