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(a)

Uitwerkingen Tentamen Kres 4, 290307
De pdf is te schrijven als
fx(z;0) = 96_(9+1)10ng(1700) (z) = c(B)h(z)e? D),

met c(0) =0, h(z) = I1,5)(2), ¢(f) = —1—0 ent(x) = log x, dus het betreft hier
een pdf uit de REC familie. De C&S statistic is S := > | ¢(X;) = > ., log X;.
We bepalen cerst de verdeling van Y = log X. X = e¥, J = ¢¥, fy(y;0) =
e¥fe=0+DY = g~ voor y > 0. Omdat Y ~ EXP(671) geldt nu S = 1" | Vi ~

GAM(61,n)
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In het bijzonder is dus E[S™'] = -2, en daarom is "zt UMVUE voor 6.

De CRLB voor zuivere schatters voor 7(6) = 6 is

(7'(0))*
—nkE [% log fx(X; 9)]

met 7/(0) = 0" = 1. We berekenen eerst de verwachting in de noemer

0? 0 (1 1

We vinden dan voor de CRLB voor zuivere schatters de volgende uitdrukking:

1 62

—nE [Zlog fx(X;0)] n’

Vervolgens de variantie van de UMVUE berekenen: Var (%5%) = (n—1)*Var(S™).
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dus de UMVUE voor 6 bereikt de CRLB niet. Andere methode:

0 n e 1/1
%bgfxl ..... Xn<x17'-~7xn;e):| 25—;1%%:5(5—3/)-

Volgens Opm. 9.3.11 kan een UMVUE de CRLB dus slechts bereiken voor 7(6) =
0=, of een lineaire combinatie daarvan. De UMVUE voor 0~! is af te lezen uit
bovenstaande uitdrukking, en is Y = >"" | log X;.

We weten: S ~ GAM(6~!,n), dus geldt 20S ~ x*(2n), en daarmee:

P20 268 <3| = 4
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s P|—2—<0< -
25—~ 2§ !

X1, () xii, )
2

Het gevraagde BI is dus ( S5 3

Fx(z;0) = [[0s7%tds =1 — 279 voor z > 1.

1
w(0) = P |log Xy, > - | 9]

= P|Xi,>en |0

= €

Grootte: a = maxgs37(0) = 7(3) = e ~ 0.050. Onderscheidingsvermogen
(power) is 7(0) = e~? voor 6 < 3. Merk op dat de power van deze toets dus niet
toeneemt met n. Deze toets is dan ook niet meest onderscheidend.

We beschouwen twee parameterwaarden 65 > 6, > 0.

T = () st

flz;0,)  \6

Deze familie van pdf’s bezit dus een MLR in t(z1,...,2,) = —> . log X; =
—S. De UMP toets voor Hy: 6 < 1 tegen H,: 6 > 0, bestaat eruit te verwerpen
als S te klein is. Voor 6 = 1 geldt 25 ~ x%(2n), dus verwerp als 25 < x%(2n),.

De joint pdf is te schrijven als

5\ N
le ..... Xn ($17 I 9) - (5) 62" <H xz) I[G,oo) (xlzn) = g(l'lzn; 6))h(xla o axn)



met g(T1::0) = lg,00)(T1:n) €0 A(21,.. ., 2p) = (g)nﬁg” (11 xi)_%. Volgens het
factorisatiecriterium is daarmee aangetoond dat S := Xj., sufficient is. Is S
ook complete? We moeten daarvoor kijken of E[u(S)] = 0 u(s) = 0 impliceert
voor (bijna) alle s. Eerst de verdeling van S bepalen met de CDF methode.
5
Fx(z) = [ fx(s)ds=1—(£)2. Fg(s) = P[S <s]=P[X1,, <s]=1—(1—
§n . .es
Fx(s))" =1— (£)2". Differentiéren geeft fs(s) = gnQ%"s_%”_ll[gm)(s).

Eu(S) = gng%n feoou(s)s_%"_l ds=0
& f;ou(s)s_g”_: ds =0
= —u(f)f 2"t =0
< ud) =0

waar de op één na laatste implicatie volgt uit differentiéren naar 6, waarbij de
regel van Leibniz gebruikt is. Omdat deze implicatie geldt voor alle § > 0 is
hiermee aangetoond dat Efu(S) = 0] — u(s) = 0,Vs > 0, dus is Xy, tevens
complete.

Zoals berekend onder 2a. is de pdf van S gegeven door

3 sn_,—3n—
fs(s) = §n83 573 1][9700)(8),
zodat 5 -
E[S*] = —n92"/ s 2"l
503" ’
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Hieruit volgt (met k = 1) dat E[S] = 2256, en de UMVUE voor § is dus 2:=25.
MME:

E[X] = ?g% r 2dx
2 Jo
B ge 3 =0
= 3¢

De MME is de oplossing van de vergelijking g& — X naar 0, te weten § = EX.

De MME is zuiver omdat E[f] = 2E[X] = 2E[X] = 6. De variantie is Var(f) =

2 Var(X) = 52 Var(X). Var(X) bepalen: E[X? =203 [ o 3dr = ... = 562
Var(X) = 5602 — 226% = 262 dus MSE(f) = Var(f) = 52 x 26? = 26> — 0

waarmee is aangetoond dat 6 MSE consistent is (en dus ook simple consistent).



MLE: De likelihoodfunctie is L(6) = f(z1,...,z,;0) = (3)" 6 sn ()~ : 19,00y (T1:0)-

Deze is positief en dalend in 6 zolang z.,, > 6, en anders nul. De functie heeft
dus een randmaximum voor 8 = x.,.

Er geldt E[S] = 222560. De MSE is als volgt op te splitsen: MSE(@) =
Var(@) (b(@))2 Waarb1J b(@) = [6] — 0. In dit geval vinden we b(@\) =
—20 — 0 (de MLE is dus niet zuiver, maar wel asymptotisch zuiver) e

n—oo

Var(Q) = ( o ( o )2> — 0 omdat beide termen tussen de haken naar

Sn—4 Sn—2 N—00

1 convergeren. De MSE van ) gaat dus naar nul als n toeneemt, waarmee is
aangetoond dat § MSE consistent is.

5n

De CDF van S is Fy(s) = P[S < s] = 1—(£) . De oplossing van F5(S < s) = v
is s = 0(1 —~) "5, zodat

PlS<0(-7)%]=n,

oftewel
P [5(1 —7)en < 9] =7,

waaruit valt af te lezen dat S(1 — 7)% een 1007% betrouwbaarheidsondergrens
is voor 6.

Definieer Y; = X;/60. Bepaal de pdf van Y: = =0y, J =0,

fr(y) = 0%«9%0(?/_%][9700)(0?/) = gy_%l[l,oo) (y).De verdeling van Y hangt dus niet
af van welke onbekende parameter dan ook. Omdat de verdeling van XIX;SXQ
uitgedrukt kan worden in termen van Y;, via

X1+X2_)/1+Yé

X3 Yy
geldt dat ook de verdeling van XlX;SXQ niet van onbekende parameters afhangt.

De stelling van Basu garandeert nu dat deze grootheid en de C&S statistic Xj.,
stochastisch onathankelijk zijn.



