Oplossingen tentamen Kres 4, 300802
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De factorisatiestelling kan nu worden toegepast, met

1

g(s;0) = (%> I—9.0)(T1) L [21.,0)(Trin) en hzy,...,x,) = 1.

Dit geeft S = {X1.,, Xpnn}. S is niet compleet want we kunnen makkelijk een functie
van S vinden die niet identiek nul is, maar wel verwachting nul heeft. Neem b.v.
U= X1+ Xy Er geldt (via symmetrie) E[U] = 0, dus E[U(S)] = 0 impliceert
niet dat U(S) nul is.

We kunnen f(x1,...,x,;60) als volgt omschrijven:

f(xla <oy T 9) = (%) H?:l ]—(_9’9)<I‘Z')
(55) Ty Lo (i)
= (%) H?:l [(0,9)(maX(’$1:n‘> ’xnnD

M.b.v. het factorisatiecriterium volgt dat max(|X1.,|, | Xn.n|) sufficient is.

Voor het aantonen van compleetheid hebben we de pdf van max(|Xy.,|, | Xn.n|) nodig.
Transformeer eerst via Y; = |X;|. Fy(y) = P[Y <y] = Pl—y < X <y| = Fx(y) —

Fx(—y). Via Fx(z) = [%) 55ds :Ae;—e"” (voor —0 < x < 0) vind je dan: Fy(y) = 4
voor 0 < y < 0. De CDF van 6 = max(|Xi.,|, | Xnn|) = Yom is PV, < y] =
(Fy(y))" = (%)n Als de verwachting E[U] = E[u(Y,,.,)] van een functie u(Y,.,) nul

is, impliceert dat:
-1

0 n 0
/o u(y)yen dy =0 oftewel /0 u(y)y" tdy =0

Differentieren naar 6 geeft u(6)0"~! = 0. Daar 6 > 0 impliceert dat u(6) = 0.

7(0) = 6, 7(0) = 1, (7'(0))? = 1. log f(x;0) = log &, Llog f(x;0) = —3, zodat

-
E[d% log f(z;0)]* = 6%. Toepassen van de formule voor de CRLB geeft nu:

((0))” 0
CRLB = = —.
nE[Glog f(x:0)F

Je zou verwachten dat zuivere schatters geen kleinere variantie kunnen hebben dan
deze ondergrens. Echter, omdat er aan een regulariteitseis niet voldaan is is dat hier
niet zo. Bij de beoordeling is het bovenstaande antwoord wel goed gerekend.
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Eerst de UMVUE bepalen (een functie van 6, met verwachting 6):

N 9 ,n—1
E[9]=/0 yn ydy =

7 6.

n+1
Dus T = 1§ is UMVUE voor 6.

0 n—1 n+2

o 0 \0 T2 T g2
zodat )
—~ n n n
0= — 6? = 62.
var <n+2 (n+1)2> (n+2)(n + 1)?
Er volgt dat
1)2 ~ 1
Varl = (n+1) Varf = ———62.
n? n(n + 2)

Voor n > 1 is dit kleiner dan de berekende CRLB. Dat komt doordat het hier om
een niet regulier geval gaat.

1 1 O n (y\"2 n oy n
El=]=F :/—<—) dy = — b = —9.
[9] [Yn:n] 0o 62 \0 Y= gnn—1 w07 . 9

De UMVUE voor % N A

~

0 =Ypn, Fy,. (y) Y2 voor 0 <y < 6, T =& is pivotal (6 is een schaalparameter).

Fr(t)=1t" (0 <t < 1). We zoeken k zodanig dat

> k] =0.95 oftewel P[g < k] = Fr(k) =0.05

-~

Dit geeft k = (0.05)%. Hieruit volgt dat P {9 < o 6 4 — 0.95. Omdat 9 altijd

)n

~

kleiner of gelijk 6 is, is (g, 0 ) een 95% BI voor 6.
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1

log f(xi; 0) = log(3) — log(6)) — 4log(x:) — 75
1
LogL(0) = nlog(3) — nlog(d) — 4> log(z;) — %Z =

log L(O) = —§+ 725
- #(izE-0)
= 1(@—9) meté:%Zi

0

x3
7

Uit de laatste vergelijking volgt tevens dat 6 UMVUE is. Aangezien f () REC is,
kun je ook laten zien dat 6: (i) een (lineaire) functie van de sufficient en complete
statistic Y27 is en (ii) E[f] = 6.
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2c.
F(@1 o n, o) 02" exp(=5 30 55) <91>" <( 11 S 1 )
= == ex S —
f(xl,...,xn,ﬁl) Qf"exp(—%zm—lf,) 92 p ‘91 92 .%?
Als 0 < 05, dan monotoon niet-dalend in > x_15 Verwerp Hy : 0 > 6y versus H, : 0 <
Oy als Y x;% < k.
PIY 3 < Mol = P Y 5 < 220l = o
X3~ 0o X3 — e
Verwerp Hy als 3. z;° < %32 (2n).
Ze. ) )
)\ _ f(xl 7777 x”“éP) . 00 eXp(_%Zg)
f(z1,...,xn,0) o—n exp(f% ZI%)

= (0/2)"ex
= (1/2)0ex
—21log(0,1449) = 3,86 > 3.84 = ¢ o(1)

Dus er is voldoende statistisch bewijs gevonden bij o = 0,1 om de nulhypothese
Hy : 0 = 2 te verwerpen.



