Tentamen Schade Actuariaat 1 18/01/2008

Weging: elke opgave en elk onderdeel met apatter(a), (b), ... telt voor 1 punt.

1. Laat zien dat als risictd’ cdf I heeft, darE[W?] = [ z? dF (z) = [;* 221 — F(z)] da.
Gebruik hiertoe ofwel parie integratie, ofwel Fubini: schruzfc2 = fo 2y dy en verwissel de

integratievolgorde.

> Met Fubini:

f 2dF (x fo fo 2ydy dF(z fo ny dF(z)dy =
De herhaalde integralen zijn over c{re, y) waarvoorn) < y < x < oo.

Of met partéle integratie:

J 2?dF (z) = 2® [F(x) — 1] ‘OO + [ 221 — F(a)]de =
~——10

Neem als primitieve bij P.I. nief’(x), maarF'(x) — 1, omdat alleen dan de t#egreerde term
verdwijnen kan.

Het is niet triviaal om te bewijzen dat dit inderdaad gehbeuwet wordt als volgt bewezen:
2?1 — F(z)) =2 [° dF(y) < [ y*dF(y) — 0 voorz — oo,
als tenminste de integraal convergeert.

2. Gegeven is een compound Poisson stockiastX; + - - - + Xy metPr[X; = 1] = Pr[X; = 2] =
enPr[X; =0] =3
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(a) Alsverde[N] = X = 4, gebruik dan Panjers recursierelatie) = £ ", _, Aap(h) f(s—h)
om de kan®r[S < 3] te berekenen.

(b) AlsE[N] = A = 10 geldt, bepaal dan met een op 3 momenten gebaseerde begatkekians

datS > E[S] + 21/Var[9].

> (a) Startwaardef (0) = exp(—A(1 — pg)) = e™2
f(s) = 0 Mp(h) f(s — h) = L (f(s = 1) +2f(s = 2))

f)=e

F(2) = 5(f(1) +2£(0) = 5/(0);
f@3) = =Ge

dusF(3) = 42 e=2 = 0.631564655.

(b) Verschoven gamma komt niet in aanmerking omdat die retde@en van de gamma-vdf vergt.
NP dus maar.

Momenten vanX: E[X] = 3, E[X?] = 3, E[X?] = 1(1® + 2%) =
Dus cumulanten vaf: E[S] = AE[X] = 7.5, Var[S] = AE[X?]
Dus scheefheid vaf: v5 = 22.5/12.5%/2 = 0.509, en

Pr [\S/__vi[ssj]‘ > 2| 1 - @(y/O/7E+ 6% 2/7s + 1 - 3/7s).
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12.5, k3[S] = AE[X?] = 22.5.




Dit komt neer opl — ®(1.8076). Interpoleer met behulp van Table B tussifi.80) = ®(1.75 +
0.05) = 0.964 en®(1.85) = 0.968, dan krijg je

0.964 + 0.0076/0.05 x (0.968 — 0.964)) ~ 0.9646.
Dus de gevraagde kans is ongevaéfs.

3. Bezie functies van de vorp{z) = qa e ** +(1 — ¢)3e P, x > 0, enp(x) = 0 elders.

(a) Laat zien dap(z) een kansdichtheid is als geltlc a < fen0 < ¢ < [%.
(b) Leg uitwaarom het volgende stulmseudo-random trekkingen uit de dichthgia) oplevert,
en bepaal de parameters daarvan:

set.seed(180108); n <- 1000
pp <- (runif(n)<0.5) * rexp(n) + rexp(n)/3

> (a) We moeten bewijzen ddtp(z) dz = 1 enp(z) > 0 Vz > 0.
Het eerste is triviaal.

Als geldt0 < a < fen0 < ¢ < ﬁ%, dan
p(0)=gqa+(1-q)f=3~(B—-a)g>0en

p(z) > qae™2 (1 —q)f e = e p(0).

(b) De eerste regel initialiseert de random generator ehetedantal trekkingen op 1000.

De tweede regel heeft de volgende elementen:

rexp(n) doet 1000 trekkingen uit een standaard expoéntierdeling (met verwachting 1).
rexp( n)/ 3 geeft dus trekkingen uit een exponentieel(3) verdeling.

runi f(n) < 0.5 maakt een vector ter lengte 1000 M&UE en FALSE elk met kans 0.5.

Vermenigvuldigen hiervanl(RUE wordt dan genomen als EALSE als 0) et de vector resulterend
uitr exp( n) geeft dan trekkingen uitX met/ ~ Bernoulli(%) en X ~ exponentieel(1).

In de 1000 elementen vgrp komt dus te staan het resultaat van een trekkingui 71X + Y/3
met/, X enY onafhankelijk, enX Y ~ exponentieel(1).

De mgf bij Z is my(t) = E[e"IX /3] = E[E[e"¥ | ]| E[e™/?].
GegeverY = 1 geldt/X ~ exponentieel(1); al§ = 0, dan/X = 0.

)

_1/1 1 _ 12— 3
Dusmy(t) = 5(—t + 1) X1 T 310t X35 = (1-)(3-t)"

1—

Dit is gelijk aan de mgf bip(xz), dwz¢-* + (1 — q)%, als we nemen = 1 eng = 3, en verder
¢ Zo nemen dat

Bt (a—t)(B—1) (1-0)B-1)°
De waarden vam en 3 invullen en daarna de éfficienten van—t in de tellers gelijkstellen leidt
totg + 3(1 — ¢) = 2, dusg = 3.

39—
qﬁ + (1 _ CDL _ ga(B=t)+(1—-g)Ba=t) _ 2(2 t)

4. Voor een compound Poissorimaproces wordt de fmekans gegeven dogi(u) = ae ™, u > 0.

(a) Wat is desafety loading in dit proces, als functie van?
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(b) Bepaal deadjustment coefficient, dus de wortel van
1+ (1 +0)ur —mx(r) = 0.
Gebruik eventueel de volgende gelijkheid:

1 O(mx(r) —1)
14+601+ (1+60)ur —mx(r)

| et vwan-

> (a) We weten dat voor compound Poissoimgprocessen met exponéid schadehoogten geldt
U(u) = 1(0) e~

Ook weten we dai(0) = 15, dusf = L — 1.

(b) De gegeven gelijkheid wordt pas bewezen in Schade aaaia.

Maar het is wel duidelijk dat voar T R, het rechterlid ervan naar oneindig gaat; dat moet dus ook
gelden voor het linkerlid.
Het linkerlid is [ e™(—¢/(u)) du = a [ e™e ™™ du = %, 7 < 1.

Dat gaat naar oneindig als— 1.
DusRk = 1.

. Neem aan dat de schadedie een verzekeraar gaat lijden unifdfml) verdeeld is. Neem verder
aan dat er twee mogelijke herverzekeringen bekeken wordenhpitkeringen/ = ;X enV =
(X — d),. De schades-eigen-rekening na herverzekering zijn réspelik Y = X —UenZ =
X — V. De retentiel is zodanig daE[U] = E[V] geldt.

(a) Laat zien datl = ;. Teken de cdfs vaiX, Y enZ in &@n figuur.

(b) Laat zien datvar[Y] > Var[Z]. Gebruik bijvoorbeeld de in Opgave 1 bewezen gelijkheid,
E[Y] = [;7[1 — Fy(y)] dy en hetteken vauw — d)[Fz(x) — Fy(x)].

>@E[U] =tenE[V]= [,(z —d)de=L11-d)?=d=1L
Er geldtY = 32X ~ uniform(0, 2)enZ = dalsX > d, Z = X anders.
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(b) E[Y?] — E[Z?] = [ 22[Fz(x) — Fy(x)] dz wegens opg. 1).

Ditis gelijk aan [;° 2(z — d)[F(z) — Fy(x)] dz omdat
A 11— Py ()] do — [°[1 - Fy(e))d) = d(E[Y] — E[2]) = 0.

En uit de figuur uit (a) blijkt datz — )[Fz(z) — Fy(z)] > 0 Vz geldt.
., Y, = y, ter grootten uit een exponentiegh) verdeling.

We hebben een steekprdgf = y,,

te nemen en deze nul te stellen.
> De loglikelihood is

0(8;9) = log [ fr(yi; ) = log[1Be ™ =nlog S — B s

, dus de meest aannemelijke schatter \@EHB =

De afgeleide hiervan naaris 5~ > i
1
Y

Dit nulstellen geefs = ELZJ =

=il=

Stel de loglikelihood op, en bepaal de meest aannemelijkattieg voors door de afgeleide ervan



