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1. De tekenschema’s in opgate—lezijn de voortekens van vermenigvuldigers en de laatstemele
hoofdminoren in een kritiek punt van een optimaliseringbfgem met gelijkheidsnevenvoorwaarden,
die in opgave’slf—1j hebben betrekking op een soortgelijk probleem met ongeliglsnevenvoor-
waarden.

De ruimtedimensien is steeds aangegeven, en aan de rangcondities is steedsamolBewijs in
ieder geval of de functie in het kritieke punt een lokaal mmaxh, een lokaal minimum of geen van
beide aanneemt.

Gelijkheidsnevenvoorwaarden: Ongelijkheidsnevenvoorwaarden:
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Laatk steeds het aantal restricties zijn.

Bij een even aantal gelijkheidsnevenvoorwaarden is vooma@imum voldoende dat de laatste lei-
dende hoofdminoren het patroen +, +, - - - hebben, en voor een maximum dat het patreqnt,

—, +, -+ is. Ditis makkelijk te onthouden in het gevial= 0 en f(z) = (x, z) (voor het minimum)
enf(z) = —(x,z) (voor het maximum).

Bij een oneven aantal gelijkheidsnevenvoorwaarden is eeor minimum voldoende dat de laatste
leidende hoofdminoren het patroen —, —, --- hebben, en voor een maximum dat het patregn
—, +, —, -+ is. Moor een minimum verspringen de tekens niet, voor eenman wel, en verder
zZijn de tekens precies tegengesteld aan het vorige geval



Bij gelijkheidsrestricties spelen de voortekens van denesigvuldigers geen rol. Daarmee hebben
we al de antwoorden op de eerste vijf vragark oneven+: max;b k oneven,—: min; ¢ k oneven,
—, —:min; d k even,—: max;ek even,+, —: geen extremum.

Bij ongelijkheidsnevenvoorwaarden is voldoende voor egreenum dat de laatste leidende hoofdmi-
noren het al besproken patroon hebben, en dat vervolgengeaithenigvuldigers positief zijn (maxi-
mum), of allemaal negatief zijn (minimum).

Dit levert: f vermenigvuldigers negatief, makioneven+: geen extremunyg k oneven,—, +: geen
extremumh vermenigvuldigers negatief, maioneven+, —: geen extremuni;vermenigvuldigers
negatief, erk even,+, +: minimum;j vermenigvuldigers positief, elheven,—, +: maximum.

2.  a Geef de definitie van het begrip “gesloten verzameling”.
Zie dictaat

b Laat zien dat de doorsnede van twee gesloten verzameliregboten is.
Zie dictaat
¢ Laat vanuit de definitie zien dat het interjal oo) een gesloten deelverzameling is an

Stel datV = [0,00) C R niet gesloten is. Dan is er tenminste een convergentézyij,
metz,, € V, zodanig dat de limief van de rij niet inV ligt; dat wil in dit geval zeggen
dat? < 0.

Kiese = —¢/2 > 0. Dan is er eerV > 0, zodanig dat voor alle > N geldt dat|z,, — ¢| < ¢,
ofwel

1
€—£<xn<€+£:§€<0
voor allen > N. Ditis in tegenspraak met het feit dat > 0 voor allen.

3. Stel dat een functig : R™ — R is gegeven en stel datb € R™ voldoen aarb = f(a). We willen
met de impliciete functiestelling de vergelijking

y—f(@)=0
naar x oplossen.

a Welke voorwaarden moeten we agopleggen, opdat we op dit probleem de impliciete functie-
stelling toe kunnen passen?

We moeten de vergelijking

F(z,y) =y - f(z)=0
naarz oplossen. Kies een puate R™, en zeth = f(a) € R™. Als rond het pun{a, b) de
functie F' continu differentieerbaar is, en als de afgeleide ¥anaar de afhankelijke variabele
(de variabele waarnaar we de vergelijking willen oplossev@rteerbaar is, dan kunnen we de
impliciete functiestelling toepassen. De laatste coadgiook te schrijven als

det Df(a) # 0.

b Welke conclusies kunnen we dan met de impliciete fundliegterekken? Geef zoveel mogelijk
gevolgtrekkingen.
De impliciete functiestelling vertelt ons dan dat er een 0 is en een functieo : B.(b) — R™,
zodanig dat



i. is continu differentieerbaar;
ii. o) =a;
iii. F(o(y),y) =y — f(e(y)) = 0vooralley € B.(b);
iv.
Dg(b) = — (Do F(a,b))" DyF(a,b) = Df(a)™" - I = Df(a)"".
c Stelf : R — R en dat de oplossing = ¢g(y) vany = f(x) tenminste twee keer differentieer-

baar is. Bereken met de techniek van impliciet differeatietle tweede afgeleide varin het
punty = b in termen van de afgeleiden vénn het punta.

In dit geval geldt voor alley dat
0=y— flg(y))

Differentiéren naay levert

0=1-f"(9(v)g ()

Nog eens differentiéren levert

2

0=—f"(9) (¢W)" = f'(g(w)g" ()

In het punty = b zien we, omday(b) = a, dat

(dit hadden we boven al gevonden), en dat

_f"a)g' ) _ __f"(a)
f'(a) (f'(a))®

d Controleer je resultaat gevonden in 3c voor het geffat) = 2% ena = 1.

We berekenem = f(a) = 1. Rond het pun{1,1) kunnen we de vergelijking — 22> = 0
oplossen als = g(y) = /y. We berekenen de afgeleiden:

g"(b) =

fllw)y =22, f'(@)=2 4(z)=

We zien dat inderdaad

ON
()

4. Laat f : R? — R gegeven zijn doof (z) = —x? — z9, en laatg; (v) = x122 €nge(x) = 21 + 272.

V={zeR: gi(x) > 1, ga() > 3}.



a Laat zien dafi” een convexe verzameling is. ScHéts
Als x € V, danis, omdatz > 1, ofwelz; > 0 enzy > 0, of z; < 0 enzy < 0. Het laatste
geval kan echter niet optreden, omdat ande(s) < 0 zou zijn.
Met andere woorden, we weten datc R2 , = {z € R?|z; > 0, z2 > 0}. OpR2_, is echter
de functieg; pseudo-concaaf, omdat

0 ‘ —X9 —X1
det | —z2| O 1 =2x120 >0
—X1 1 0

voor alle punten in die verzameling. BijgevolggsopR? | quasi-concaafp; (z) = 1 — g1(z)
is quasi-convex, en de verzameling

Wy ={z € R%, |hi(z) <0}

IS convex.
De functiehy(z) = 3 — g2(x) is lineair, dus convex, dus quasi-convex, en

W2 = {z € R | ha(z) < 0}

is dan ook convex. Omd&t = W, N W, de doorsnede is van twee convexe verzamelingé&h is
zelf convex.

2.5

b Laat zien datf een pseudo-concave functie isfape R? : 2y > 0, x5 > 0}.
De Hessiaan vaifi wordt gegeven door

-2 0
Dit is een negatief semi-definiete matrix; dit impliceert gaconcaaf is, en dan ook pseudo-
concaaf.



¢ Vind alle kritieke punten voor het probleem extrema ydveperkt totl” te vinden.
De functief is continu differentieerbaar. We zetten (als boven(r) = 1 — z129 enhy(z) =
3— r1 — 2$2.
¢ Inwendige vanV'. Een kritiek puntz in het inwendige varv’ moet voldoen aan

0 = grad f(z) — (‘_251”1>

Er is echter geen enkel punt dat aan deze vergelijking kadoeol
e Rand h; = 0 van V Kritieke puntenz op deze rand voldoen aan

rang Dhi(xz) <1, hi(x) =0, he(x) <0,

(gedegenereerde punten), of aan

grad f(z) = A\igradhy (z),
hl(.%') = 0,
hQ(-%') S 07

(voorwaarde van Lagrange). De eerste condities leveren
rang (.%'2 xl) =0, xzo=1, x1+ 222 <3.

Het enige punten dat niet aan de rangconditie voldoet-is0, maar die voldoet weer niet
aanx1xo = 1. Er zijn geen gedegenereerde punten.
De conditie van Lagrange levert

—2x1 = —A\129
—1=—-X\ix1

T1x9 =1

ho(x) < 0.

Uit de eerste twee vergelijkingen halen we= 1/)\; enxs = 2/)2. Invullen in de derde
levert dan

2 _ 1

A3 '
We vinden dat\; = 2%, T = 2*%, Ty = 925, Om te laten zien dat dit punt i ligt is
het voldoende om te laten zien dgtz; > 3/2 — x;/2 voor alle0 < z; < 1. Wel, de
functiew(z) = 1/x—3/2+x/2 heeft afgeleidev’(r) = —1/22+1/2 < 0 voorz € (0,1).
Verder isw(1) = 0. Daaruit volgt datw(z) > 0 voor allez € (0,1).
We hebben het kritieke pum‘%,Q%) gevonden, met vermenigvuldigas = 25,

e Rand h, = 0 van V Kritieke puntenz op deze rand voldoen aan

rang Dhy(z) <1, ha(z) =0, hi(z) <0,



(gedegenereerde punten), of aan

gradf(z) = Aggradhs(z),
hg(x) = 0,
hl(x) S 07

(voorwaarde van Lagrange). De eerste condities leveren
rang (—1 —2) =0,

maar er is geen punt dat hieraan voldoet. Er zijn geen gedeggnale punten.
De conditie van Lagrange levert

—2x1 = — Mg
—1==2X\
1+ 229 =3
hi(z) <0.

Uit de eerste twee vergelijkingen halen we= % enz; = 1/4. Invullen in de derde levert
dan

We berekenen
1 11 11
Z ) =1===
o <4’ 8 ) 52~
en we concluderen dat het putit/4, 11/8) niet in V' ligt.

We vinden geen kritieke punten op deze rand.

Hoekpunten van V. Hoekpunten vaiV’ voldoen aan de vergelijkingely (x) = ho(x) =
0. Deze leveren

T = 1,
x1 + 229 = 3.

Eliminatie vanzy uit de eerste vergelijking levert

2
r+— =3,
I

x} — 3z, +2=0,

(561 — 1)(561 - 2) =0.
Dit levert de punterr = (1,1) enz = (2, 1).
We verifieren of de gradiénten van de restricties lineagfbankelijk zijn in deze punten
(niet-gedegenereerdheid), door de rang ¥&nte bepalen, waak(z) = (hi(x), ho(x)).
We zien dat

— — 1
rang Dh(z) = rang (_1‘12 _5621> , rangDh(1,1) =2, rang Dh(2, 5) =2.



We kunnen nu de bijbehorende Lagrangevermenigvuldiggralée uit

gradf(z) = Ajgradhy + Aegradhs,

—2561 [ =2 —1 )\1
—1 o —X1 —2 )\2 ’
Dit levert voorz = (1,1) datA; = 3 eniy = —1; voorz = (2, %) krijgen we dat\; = —7

eniy = 15/2.

d Bepaal met de test op de vermenigvuldigers en de tweedevoaieraarden van alle kritieke
punten off in dat punt een lokaal maximum of een lokaal minimum aanneemt

ofwel

Voor het kritieke pum(2*§,2%) moeten we de laatste leidende hoofdminor uitrekenen van de
gerande Hessiaan

FE
= () = (550) = (o
g = xQ — 1 = 3 — 3
—~DhT | Hf — M\ HhR
ULHT = R, 1| A1 0 27525 0
We zien datlet R = 23 4 23 + 25 = 3-23 > 0,
De volgende tabel vat het antwoord samen:
Punt Tekens vermenigvuldigers Tekens hoofdminoren Conclusie
(2% 2%) + + lokaal maximum
(1,1) +, — geen geen extremum
(2,3) -+ geen geen extremum

e Bepaal het globale maximum vghop V. Bewijs je antwoord (dat wil zeggen, bewijs dat een
lokaal maximum gevonden bij de vorige opgave inderdaad Edragl maximum is).
De functie f is pseudoconcaaf. De functiés en hy zijn quasi-convex. Voor = (2*§,2
en)\ = 2%, Ao = 0 geldt dat

ol

)

gradf(z) = Aigradg: () + Asgradgs(w),
hi(z) <0,
ha(z) <0,
A1 >0,
A2 > 0.

Volgens de stelling over pseudoconcave programmering ndamde functief beperkt totl”
in 2 een globaal maximum aan.



