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Dit tentamen bestaat uit vijf opgaven. Wees precies. Vermeld welke stellingen je gebruikt, en verifieer van elke
stelling die je gebruikt eerst de hypotheses. Een antwoord is geheel fout als er geen argumenten worden gegeven.
Voorbeelden of tekeningen geldenniet als argumenten. Juist beantwoorde deelvragen brengen 5 punten op, tenzij
anders vermeld.Rekenmachines zijn niet toegestaan.

1. Een stelling (10 punten)
Formuleer de stelling van Lagrange.

2. Topologie (20 punten)

a Geef de definities van de begrippen “randpunt” en “inwendig punt”.

b Geef alle randpunten van de verzameling[ 1
2
,∞). Bewijs dat het inderdaad randpunten zijn.

c Geef het bewijs van de stelling dat alsG een gesloten verzameling is enf : R
m → R

k een continue
functie, dat dan het inverse beeldf−1(G) ook gesloten is.

d Laatf : R → R gegeven zijn doorf(x) = x/|x| alsx 6= 0 enf(0) = 0. Is de verzamelingf−1([1
2
,∞))

gesloten?

3. Evenwicht (20 punten)

Laat de functiesf, g : R → R continu differentieerbare functies zijn, en laat gegeven zijn dat g(0) = 0,
f(1) = 0 enf ′(x) < 0 eng′(x) > 0 voor allex ≥ 0. Beschouw de vergelijking

f(x) = g(x) + a.

a Laat zien dat voora = 0 deze vergelijking een unieke oplossingx0 heeft.

b Laat zien dat ronda = 0 de variabelex uit de vergelijking kan worden opgelost als een functiex = ϕ(a).
Welke stelling gebruik je daarvoor?

c Geef zoveel mogelijk eigenschappen van de in3b gevonden functieϕ. Is de functieϕ stijgend, dalend, of
kritiek in a = 0?

d Bereken de tweede afgeleide vanϕ in het punta = 0 in termen van de afgeleides van de functiesf eng
en het puntx0.

⇒



4. Optimalisatie onder nevenvoorwaarden. (40 punten)
Laatf, g1, g2 : R

2 → R gegeven zijn door

f(x) = x1 +
x2

2

4
, g1(x) = x2

1
+ x2

2
− 1, g2(x) = −x1.

Laat verder de verzamelingenV1 enV2 gegeven zijn door

Vj =
{

x ∈ R
2

∣

∣

∣
gj(x) ≤ 0

}

.

a Bewijs dat de verzamelingenV1 enV2 gesloten zijn.

b Zijn de verzamelingenV1 enV2 convex? Compact? Zo ja, geef bewijzen, zo nee, tegenargumenten.

c (10 punten) Bepaal alle kandidaatextrema (kritieke punten) vanf beperkt totV1 en alle kandidaatextrema
vanf beperkt totV2.

d (10 punten) Bepaal van de kandidaatextrema vanf beperkt totV1 respectievelijk van de kandidaatextrema
vanf beperkt totV2, gevonden onder2b, de lokale geaardheid.

e Is de functief concaaf, convex, beide, of geen van beide?

f Heeftf beperkt totV1 ∩ V2 globale extrema? Zo ja, bewijs dit en geef aan welke dit zijn.

5. Concaviteit (10 punten)

a Geef de definitie van het begrip quasi–convexe functief : R
n → R.

b Geef een voorbeeld van een functief : R
2 → R die niet convex, maar wel quasi–convex is.


