Tentamen lineaire algebra III, 2 april 2008

1. Beschouw de volgende matrix A en vector v

1 -2 4 0 2 0
2 -1 2 2 4 ~1
A= 0o 0o -1 0 o [, 7=]| o
-2 0 -2 -3 —4 1
1 1 0 2 2 ~1

(a) Toon aan dat @ een eigenvector van de matrix A is en bepaal de
bijbehorende eigenwaarde.
(b) Toon aan dat —1 een eigenwaarde is van de matrix A. Bepaal hiervoor de bijbehorende
driedimensionale eigenruimte. Wat is dan de bijbehorende algebraische multipliciteit.
(c) Gegeven is de determinant van de matrix A is gelijk aan 0. Geef een samenvatting van

de eigenwaarden van de matrix A met hun algebraische en meetkundige multipliciteit.

Uitwerking
0
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(a) AV = 0 = 1w = bijbehorende eigenwaarde is 1.
1
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2 0 2 2 4 1 0 1 1 2 0 1 -—-11
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. Meetkundige multipliciteit is 3 en algebraische multipliciteit> 3.

(c) Als Det A =0 =0 is een eigenwaarde.
Eigenwaarde 1 : Meetkundige multipliciteit is 1 en algebraische multipliciteit 1.
Eigenwaarde —1 : Meetkundige multipliciteit is 3 en algebraische multipliciteit 3.

Eigenwaarde 0 : Meetkundige multipliciteit is 1 en algebraische multipliciteit 1.

2. Beschouw de 3 x 3 matrix

010
B=10 01
a b ¢

(a) Bepaal de karakteristieke polynoom Det(AI3 — B) van de matrix B.

(b) Bepaal een 3 x 3 matrix C' met als karakteristieke polynoom
gc(N) = Det(M3 — C) = A3 — 3\ + k,

waarbij k een constante is.

Om de antwoorden op vraag (c), (d) en (e) nauwkeurig te beschrijven, schets de grafiek van
de functie go(A\) = A3 — 3\ + k en bepaal de lokale extrema (max/min).

(c) Voor welke waarden van k heeft de matrix C' drie ongelijke eigenwaarden?

(d) Voor welke waarden van k heeft de matrix C' twee ongelijke eigenwaarden?

(e) Voor welke waarden van k heeft de matrix C een eigenwaarde?
Uitwerking

(a) Det(A3 — B) = A3 — X\2¢c — \b — a.
(b)

0 1 0
C = 0 0 1
-k 30

(c) |k|<2of =2 < k< 2.
(d) |kE|=20ofk=2o0f k = —2.
(e) |k|>20fk>20f k< —2



3. Gegeven is de vierkante matrix C

DN =
NI
[N

V3 +
C =
1

1 1
3V3—3
(a) Bepaal de eigenwaarden van de matrix C' en bijbehorende eigenvectoren.

(b) Bepaal een inverteerbare matrix @ en getallen a en b z6 dat

a —b ,
C=qQ Q.
b a
(c) Bepaal C19.
Uitwerking
$V3-A+13 —1
(a) Det (C' — Aly) =Det | 2 2 2 S CIVCEED R ey
1 3V3—-A—13
=(AVE- N+ l= N =1V3+tienn =1VvB-li—
. ., 1 . 1
elgenvectoren wg = en wi =
L+ 1—1

(b) a=1v3enb=3en Q = (Re w3,Im w3) =

11
1o\ [ ivs -1 1o
(©) ¢ = VR ,
11 5 3V3 11
13 -1
en de matrix | 2 2 is de matrix van de draaiing met hoek 6 = 7/6.
Lo
19 19
W3 -1 _ cos(m/6) —sin(7/6) _ cos(197/6) —sin(197/6)
3 3V3 sin(m/6)  cos(m/6) sin(197/6)  cos(197/6)
1
NEVEE
1 1
-3 —3V3
o9 1 0 cos(197/6) —sin(197/6) 1 0 _
11 sin(197/6)  cos(197/6) -1 1
(o[ aE o N[0\ (el b ),
11 ~1 13 ~1 1 R SV '

4. 7Zij X een eigenwaarde van de vierkante matrix A met bijbehorende eigenvector z’. Gegeven

is een constante « die geen eigenwaarde van A is.



(a) Motiveer waarom de matrix (A — al) inverteerbaar is.
(b) Bewijs dat 1/()A — ) een eigenwaarde is van (A — aI)~! met bijbehorende

eigenvector @ . Begin je bewijs met AT — a7 .

Uitwerking

(a) v is geen eigenwaarde van de matrix A =Det(A—al) # 0 = (A—al) is inverteerbaar.

b)) AZ —aZ =(A—al) T =27 —ax =A—a)T of( A—al) T =(\—0a) T =
(A —a) is een eigenwaarde van de matrix (A —al) = (A — )" is dan een eigenwaarde van

de matrix (A —al) ™',



