Afdeling Kwantitatieve Economie

I FACULTEIT DER ECONOMISCHE WETENSCHAPPEN EN ECONOMETRIE
Tentamen Markovmodellen in het actuariaat d.d. 20 januari 2005, 14.00-17.00u

X(E

Puntenwaardering: ieder der vraagstukken 1, 2 en 3 telt even zwaar.

8, idm, m+n) stelt de koopsom voor van een tijdelijke prenumerando verblijfsrente met jaarlijkse betalingen

groot 1 op gehele tijdstippen indien het contract in toestand a (= actief) verkeert; de betalingen zijn

evenwel niet verplicht gedurende het huidige verblijf in toestand a (m, n geheel). Daarnaast stelt i de
toestand arbeidsongeschiktheid voor (er bestaat de mogelijkheid tot reactivering). De niet in het
koopsomsymbool opgenomen toestand d stelt voor de toestand verzekerde is overleden.

a. Geef een integraal- of sommatieformule voor deze koopsom.

b. Geef een compleet systeem van éénjarige recursierelaties voor dit contract (dus een recursierelatie voor
8, iV, m+n) en_alleoverige renten die in dit stelsel optreden).

c. In dit geval geldt er ook een relatie van het type Ad& of A=1-da. Geef de wiskundige
uitdrukking voor de verzekering met koopsom A die aan één van beide relaties voldoet. Een bewijs
hiervan hoeft niet te worden geleverd. [Indien u wel een correct bewijs van de relatie levert krijgt u
hiervoor 1 punt extra; het maximaal te behalen punten voor het tentamen blijft een 10.]

a. Geef een integraalformule voc@f{\)’jykp(o, n), welke grootheid voorstelt de koopsom voor een contract
dat op tijdstip 0 wordt afgesloten in toestand j, een duur heeft van n jaar en bij een overgangpk
tijdstip t onmiddellijk een bedrag n-t uitkeert.

b. Gegeven is, dat voor ieder verzekeringsjaarl geldt q’jk(v,v+r) =1 q”-k(v,v+1), t0o(0, 1],
v=0,1,..,n-1. Toon aan dat onder vermelde voorwaarde geldt

n-1
(DAY'; p(0, ) = \% 2 gO(v+1) By (0,V) G (V. V1) q’;p(v+1);

bepaal zelf E;p(v+1) en herleid deze tot een eenvoudige uitdrukking, waarin slechts symbolen uit de
intrestrekening voorkomen.

In een van de practicumopgaven is op basis van de vergelijking in differentiaalvorm van Thiele en keuze
van een bepaald uitkeringsschema e.d. de volgende relatie aangetoond:

t t
G kp(S: 1) :Bij P(S, U) p(U) du +¥ J P (5, U) G 4o, )1, (U) "
a. Toon door substitutie van een overeenkomstige gelijkheid aan dat geldt:
qup(S, t)
t
= J P(s, U) Hp(u) du
t t
+ ; J Pi(s, u) Bry uf P(U, V) Hep(V) av] i, (u) du

t t
+¥ Jpj(s,u)[§ [ PHUV) GV, O V) AV b (u) dlu.



b. Bij dit onderdeel moet door herleiding worden aangetoond dat
t t
y J Pi(s, WB [ PilU, V) V) V] 1y, (u) du
r u
t
= J Ph(s, u) () du,
waarin per definitie
1) !
Ph(s, u) = J P(S, V) B (V) Pi(v, u) dv.
Bij het bewijs moet worden gebruikt dat:
\" \" u
Pk(u,v):exp[—f Hiny(W) dw]:exp[—of Hyny (W) dw] exp[Of My (W) dw] .
u

In het bewijs moet eerst geitereerde en vervolgens partiéle integratie worden toegepast. Let goed op dat
voldaan is aan de vereisten van het gebruik van de geitereerde integratiestelling.



Uitwerking tentamen Markovmodellen in het actuariaat d.d. 20 januari 2005
la = S,=4,{m mn)= mfmme'é(t‘m) [p4{m, t) - P(m, )] d tl.
1b 8.V, m+n) =gOP(v,v+1) 8, idv+1, m+n)
+¢g?d P4i(V, V+1) §,(v+1, m+n)
+¢g?d [Pa4V, v+1)—-Py(v,v+1)] 8,(v+1, m+n)
+&0p,{V,v+1)0.
a,(v, m+n) = gd P;i (v, v+1) §,(v+1, m+n) + & Pia(V, v+1) & (v+1, m+n)
a4V, m+n)=1+&%p_(v,v+1) & (v+1, m+n) + E2p (v, v+1) §,(v+1, m+n)
Randvoorwaarden,g(m+n, m+n) = §(m+n, m+n) = &(m+n, m+n) =0.
1c —d&, ;{m, m+n)
=-d ) f 0 g o(-m) [Padm, t) — P(m, O] d !
= [ " [P, ) — Py(m, t)] de (t=m
= [padm, 1) - Py(m, t)] e (t-mm+n
- [ " g alt-m) dlp,{m, ) — Py(m, 1)]
= [padm, m+n) - R(m, m+n)] €1 [p, (m, m) — B,(m, m)]
- " g alt-m) dp,{m, ) — Py(m, )]

m

Aangezien [g(m, m) - B(m, m)]=1-1=0 geldt de relatie A=¢a.
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(DAY 310, 1) = ["e 8t g B0, 1) H(0) i
(_DA)'j,kp(o’ n)

= [ € 1) P, 1) pp(t) it

1
=Yy e p;r(O,V) . f e'ésckp(v+s) (V. V+S) YV +s) ds
=¥y e p (0,v) fle‘ésc (v+s) dg (v, v+S)
: Jrics 0 kp c},kp J

1
=Y Y VR0 agv.vtD) [ EFggvs)ds
r

n-1
= Z g o(v+l) pjr(O’V) qr,kp(v' v+1) Ckp(V+1)

v=0 r

met

Gp(V+1)
1 1
= f X179)g, (v+s)ds= f -8 [n-(v+s)] ds
0 0
! sa-s) 1 s-s)
=[n-v e ¥ds - | T ¥sds
-1 | J
1 1
=—[n-v] f deP1-s)5 - f 1-S)s ds
0 0
= [n~v]i/ 5- (T18);.

De gelijkheid volgt na substitutie in (1) van

t t
O gepUs ) =Sy ) f Py(U, V) Hep(v) v + zg: ) f P (U, V) G gV ) Hg(V) AV,



) J t P(s, w34 I ") M) ] () du

:Jtpj(s, u)[ uft P(U, V) Yep(V) dv] Hy(u) du

:IF’](S, u) exIO([)fu Hing(W) dw] py (u) [ uft exp[—ofv Hien (W) W] (V) dv] du

= ['[ [ expl= [ o) w001 o] [ Pis.2) explf ol yt2) i

:[u [ ' expl- | () ] vy av] [ / "R(s,2) expl | " W) AW (@) 7] s
= (T ["Ps. 2 exol [ ton(w) w2 6] o [ expl- [ pau) il o) o]

u 0
:0+Jt[JUPj(s,Z) expgfzukN(w) dw] py (2) dz] exp[—ofu ey (W) W] pye(U) du
_ Jt[ 5[upj(slz) exp] _Z[uukN(W)dW] (@ d2] ppw) du

- Jt[ / "R (5,2) Rz U @) 7] pip(w) du

= J ta(g)(s, ) Hp(u) du

In bovenstaande is gebruikt dat

Rdu,v) =expl- [ b(w) dw] = exp[~ 0[ K (W) dw] exp[ 0[ Ky (W) dw]



