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FACULTEIT ECONOMIE EN BEDRIJFSKUNDE
Afdeling Kwantitatieve Economie

Tentamen Analyse A woensdag 5 januari 2011, 9-12 uur

Gebruik van een formuleblad of rekenmachine is niet toegestaan.
In totaal zijn er 6 opgaven.

Het maximaal aantal te behalen punten is 50 die alsvolgt verdeeld worden over de verschil-
lende onderdelen:

la|1b|2a|2b|2c|3a|3b|4a|4b|(4c|4d| 5| 6a | 6b | 6C
3 (313|343 |2]4[3[3(4/4]4)4

Het maximaal aantal punten wordt toegekend toegekend indien er sprake is van een gemo-
tiveerd en juist antwoord.

Het cijfer wordt bepaald als % - score.

Inzage van het werk is mogelijk vanaf de uitslagdatum (binnen 15 werkdagen) bij de balie
van het secretariaat (kamer E3.02).

]ZIE OMMEZIIDE!!!




Opgave 1
(@) Zij f: R — R een functie en a € R. Geef de definitie van

lim f(z) = L.

(b) Laat met behulp van deze definitie zien dat

lim (3z —2) = —5.
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Uitwerking Opgave 1

(a) De definitie van limiet luidt:
Ve>030>0,0< |z —a|<d = |f(z)—L|<e.
(b) Inhetklad: met f (x) = 3z — 2
f(x) = (D) < e Bxr—2+5|<ee|3z+3|<ce
Ba— (-1 < eele—(-Dl<z.

Neem dus § = £. Dan volgt - in omgekeerde volgorde:

o — (~1)|<d = [3(x—(=1)| <e = |3x—2+5|<e = |f(z)— (=5)| <e.

Opgave 2

Zij f : [0,00) — [0, 00) de functie gegeven door

fla) = Va2 + 2.

(a) Laat zien dat f inverteerbaar is.
(b)  Bepaal het functievoorschrift voor de inverse f~!.

(c) Laatzien dat er een ¢ > 0 bestaat waarvoor f(c) = c°.

Uitwerking Opgave 2

(a) Hetis genoeg te laten zien dat f strikt stijgend is. Dit is gemakkelijk te zien aan de afgeleide
welke strikt positief is:

— (Vz —|—2x>:—>0voorallem€ 0,00).
dz vV (r+2) | )

Dan is f dus 1-1 en inverteerbaar.



(b)  Om het functievoorschrift voor de inverse te bepalen lossen we de volgende vergelijking op
naar x:

y = V242 = P’ =(2+1)* -1 = x0=—-1++/1+2

Merk nu op dat x > 0 en dat dus (?)

Verder geldt dat Dy-1 = By-1 = [0, 00).

(c)  Pas hier de doorlopendheidsstelling toe op de verschilfunctie V : z — f(z) — 25, welke
continu is op zijn domein. Er geldt dat

V(1) =+v3—1>0enV (10) = V120 — 10° < 0.

Daniser ¢ € (1,10) waarvoor V (c) = 0, oftewel f (c¢) = ¢°.

Opgave 3

Bereken de volgende limieten, indien ze bestaan:

(a lim xz — Va2 + 3z + 3.

T—00

. x 1
®) slclgill (a; —1 ln(x)> '

Uitwerking Opgave 3
(a)
Va2 +3 3
lim x — V22 +3x+3 = lim (x—\/x2+3x+3>~x+ rAorES
700 200 T+ Va2 +3x+3
. x?— (2 + 3z + 3) , -3z —3
= lim = lim
o0 g2 4+3r+3 o xr4+ a2+ 3x+3
=323 _3_3
- eEs T T —
@ T+ =
3
-3-2 -3 3
= lim z = = ——




(b)  Gebruik hier herhaald de stelling van I’Hospital
) x 1 ) rlnzx xr—1
lim —— ] = lim -
e—1\r—1 Inz z=1\ (z—1)lnx (x—1)Ilnz
d
_ hmxlnx—(x—l):h %gxlnx—(m—l))
z=1  (x—1)Inz =1 L ((z—1)Inx)
B Inxz B % Inx
a1zl 4 ng xﬂld#‘i(%l—i—lnx)
1
= lim /@ =1
a—1 1/ a2+ 1)z 2
Opgave 4

Laat f : [-3,1] — R gegeven zijn door

flx) = /(22 =22+ 1.

(a) Laat zien dat f een globaal maximum en een globaal minimum aanneemt.
(b) Bereken alle kritieke punten van f, en onderzoek met behulp van een tekenschema of f in
de gevonden punten een lokaal extremum aanneemt.
(c) Laat zien dat x = 1 een kandidaat is voor een buigpunt.
(d) Bepaal de globale extrema van f en schets de grafiek.
Uitwerking Opgave 4
(a) De functie f is continu op het gesloten en begrensde interval [—3, 1] en neemt daarop dus
een globaal maximum en minimum aan.
(b)  Er geldt:
d 27 (22 — 2
f,(x):d_( ($2—2)2—|—1): $($ ) '
v (22 —2)% 4+ 1
Dan
2 (22 — 2
fla) = 0o 22
(22 —2)° +1
& 20 (2 —2) =0
& =0V (2>-2)=0

$:0Vx:—\/§Va::\/§.
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We vinden dus als kritieke punten {—\/5 , O} . Merk op dat V2 > 1endus 2 ¢ Dy en valt

deze oplossing af. Tekenschema: Conclusie: in z = —+/2 hebben we een lokaal minimum,
in x = 0 een lokaal maximum.

(c) De tweede afgeleide wordt gegeven door
() = d 2z(z?—-2) 225 —122* + 3022 — 20

E %\/(x2—2)2+1 - ((9:2—2)2+1)%

Merk op dat f” (1) = 0, de minimale vereiste voor een buigpunt. Verder geldt ook dat de
teller alsvolgt te factoriseren is

2(z+1) (x—1) (=52® + 2 + 10) .

Hieraan zien we dat de teller in x = 1 van teken wisselt, en dus ook f”. Dus hebben we in
x = 1 een buigpunt.

(d) Om de globale extrema te vinden dienen we de in onderdeel (b) gevonden lokale extrema te
vergelijken met de randpunten.

Lz [ f@)]
-3 \/%
1| V2

—V2 1
0| V5
V2 1

Hieruit volgt dat het globale maximum zich bij x = —3 bevindt met waarde f(—3) = /50,
en globale minimum bij z = —/2 met waarde f ( —\/§) = 1.

Opgave 5

Bepaal het oppervlak van het gebied dat begrensd wordt door de grafiek van de functie gegeven
door g(x) = 2> — 2> + v — lendelijn £ : y = z — 1. Maak hiertoe eerst een illustratieve schets.

Uitwerking Opgave 5



Figuur 1: Grafiek van de functie f
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Figuur 2: Op het interval [0, 1] ligt de grafiek van g onder de lijn .

Merk op dat g (z) = 23 —2? + 2 — 1 = (z — 1) (#* + 1) en dat dus de snijpunten van de bijbe-
horende grafiek met de lijn £ : y = = — 1 gegeven worden door (0, —1) en (1,0).
Verder

g@)—(z—-1) =2 2> =2 (z - 1)

dusg(z)>2x—1sz>1
Dus wordt het gevraagde oppervlak gegeven door

/01{(x—1)—g(x)}d:v - /1{x2—x3}dx

Zie ook de figuur hieronder



Opgave 6

(a) Bereken
1
2
/ 2? In(z) d.
0
(b) Bereken
2
/ e+l
1 x(x+3)
met behulp van breuksplitsen.
(c) Bereken
/ e "V1+edx.
0
Uitwerking Opgave 6
(a) Gebruik parti€le integratie:
1 1 1 1
/2 ?Inxdr = [—x?’ lnx} — /2 a3 —dx
0 3 0 ) x
1 1 1
= [§x3 Inx §x3]0 = ltilrél [§x3 Inx 5:17
li 1 2 1 3 2
= lim |- n —
i 3:v rlnx 93: t
1 1 1 1 1
= —In(=)—=—lim< =t*-tInt — =t
21 (2) 72 o {3 9
B 1 9 1
Y R )
(b)  Splits eerst in twee breuken met noemers x en x + 3:
r+1 A+ B A(x+3) Bz
z(r+3)  x x+3 2(x+3) z(x+3)
 A(@+3)+Br (A+B)x+3A
v(x+3) x(x+3)
Dan moet gelden dat
A+ B 1
34 = 1
1 2
= A=- B=1—-A=-.
3’ 3



Dan
2 41 2(A B
———dx = — d
/1 z(x+3) v /1 {x+x+3} v
2 (1
= /{ﬁ—i— 2/3}61:1:
1 x x+3

1 2 1 2
= [1/31nx+2/31n(a:+3)]2:—ln2+—ln5——ln1——ln4
3 3 3 3
20
= l 2 1 5——1 4——1 —
3 +3 B R R T

(c)  Gebruik hier de subsitutieregel u = e~ :

/Oooe“md:c = /OOO —V1te= d(eix)
— /0—\/1+—udu:/1\/1+—udu
= 230+ u)ﬂ (2\/5 -1).
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