Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
13 juni 2007, 9.30-12.30 uur
· Dit tentamen bestaat uit negen opgaven en twee pagina’s met overzichten en tabellen (of fragmenten daarvan).

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes links in de kantlijn naast de opgave. 

· U mag gebruiken: rekenmachine (geen laptop), schrijfgerei;

· U mag niet: vlakje, schrijfgerei, rekenmachine doorgeven;

· De relatieve waardering staat links in de kantlijn. Indien gunstig tellen de resultaten voor voortgangstoetsen en computerpracticum voor 30% mee in het cijfer. Het cijfer voor het tentamen zelf moet echter minimaal 4,5 zijn.

Tabellen: kansen N(0,1); kritieke waarden N(0,1), t-verdelingen; overzicht statistische grootheden.

1
Een viertal metingen (alle met standaardafwijking 2) van een concentratie van een stof gaf een gemiddelde van 37,2 (alles in (g/m3).

[5]
a
Bepaal een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de concentratie (aannemende dat de metingen normaal verdeeld zijn en geen systematische afwijking vertonen).

[5]
b
Men wil een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de concentratie met een maximale breedte van 1. Bereken de hiervoor noodzakelijke steekproefomvang.

2
De onafhankelijke, identiek verdeelde stochasten X1, X2, ..., Xn hebben momentgenererende functie
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[4]
a1
Bepaal de momentgenererende functie van Y = X1 ( 1.

[5]
a2
Toon hiermee aan dat de verwachting van Y gelijk is aan 0.

[5]
b
Bepaal de momentgenererende functie van het gemiddelde van X1, X2, . . . , Xn. 

3  [6]
Twee onafhankelijke stochasten X  en Y  hebben Poisson-verdelingen met verwachtingen μ en η. Bewijs dat X gegeven X + Y = r een binomiale verdeling heeft, en geef hiervan de parameters. 
4
Bij het vullen van voorverpakt gehakt moet er gemiddeld 500 gram in de pakken. In verband met een matige stabiliteit van het proces en licht wisselende samenstellingen van het gehakt moet de doelstelling blijvend in de gaten worden gehouden. Een steekproef van zes waarnemingen, waarvan men veronderstelt dat ze een normale verdeling volgen, gaf een gemiddelde van 504,9 g en een standaardafwijking van 3,8 g. 

[8]
a
Voer de voor deze situatie geschikte toets uit met α = 0,05. (Formuleer de nulhypothese en de alternatieve hypothese; geef de toetsingsgrootheid en bepaal het kritieke gebied hiervoor; trek de conclusie na de uitkomst van de toetsingsgrootheid te hebben berekend.) 

[4]
b
Een computerprogramma berekent met dist(A; x; par) de waarde van de verdelingsfunctie in het punt x, voor een verdeling gespecificeerd op de plaats van A met de letter N (voor de normale verdeling, parameters (, σ), T (voor de t-verdeling, parameter (), F (voor de F-verdeling, parameters (1 en (2) of C (voor de (2-verdeling, parameter (). In het deel ‘par’ worden de parameters van de desbetreffende verdeling ook gescheiden door een puntkomma (indien van toepassing).
Formuleer hiermee de P-waarde als die bij bovenstaande gegevens zou moeten worden berekend.

5
De simultane kansdichtheid van (X , Y) is:  f (x, y) =  k(3x + 2y)    op het gebied  x, y > 0 en x + y < 1 (elders 0). (Voor onderstaande vragen hoeft de waarde van k niet te worden berekend.)

[8]
a
Bepaal de voorwaardelijke dichtheid van  Y | X = x.

[6]
b
Bepaal de voorwaardelijke verwachting E(Y | X = 0,7).

6
In een fabriek worden potten met een kilo kogellagervet gevuld. Men onderwerpt de nulhypothese ( = 1000 (gewicht in grammen) van tijd tot tijd aan een onderzoek. Het steekproefgemiddelde wordt dan vergeleken met de regelgrenzen 998 en 1002. Valt het gemiddelde van 10 waarnemingen buiten deze grenzen, dan wordt het proces bijgestuurd. Impliciet betekent dat, dat de nulhypothese dan wordt verworpen. 

[5]
a
Bereken de kans op een fout van de eerste soort als de standaardafwijking van de (normale) verde​ling van de metingen gelijk is aan 2,9 gram. 

<<één van beide b-vragen>>

[4]
b
Stel, men wil een onbetrouwbaarheid van 5% hanteren. Als de regelgrenzen ongewijzigd blijven, hoe groot zou de steekproef (i.p.v. 10) dan genomen moeten worden?

[5]
b
Als op zeker moment het gemiddelde vulgewicht 1003 zou bedragen, hoe groot zou dan het onderscheidingsvermogen (de kans om buiten de regelgrenzen te komen) zijn?


    Z.O.Z.   ( 
7
Laten X1, X2 en X3 onafhankelijke stochasten zijn met verwachting μ. Hun standaardafwijkingen bedra​gen 2σ, σ resp. σ.

[8]
Bereken de correlatiecoëfficiënt ((X1 + X2 , X1 + X3) tussen de grootheden X1 + X2 en X1 + X3.

8
De kansdichtheid van (X, Y ) is: 
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en 1 ≤ y ≤ x  (elders 0)

[3]
a
Welke waarden kan W = Y / X aannemen? 

[9]
b
Bepaal de verdelingsfunctie en de kansdichtheid van W. 

9
Bij acht patiënten wordt een - wellicht - cholesterol-verlagend dieet getest. De waarnemingen (mmol/l) zijn van de vorm: 

Patiënt
1
2
3
4
5
6
7
8

Vóór
6,3
5,5
7,2
8,6
6,9
6,0
8,3
8,5

Ná
4,8
5,6
5,9
7,4
7,4
6,3
8,0
7,5

Een toets hoeft niet te worden uitgevoerd; u hoeft bij onderstaande vragen niets te berekenen.
[4]
a
Moet hier een toets voor één of voor twee steekproeven worden toegepast? (altijd: uitleg)

[4]
b
Formuleer de nulhypothese en de alternatieve hypothese. (altijd: inclusief definities)

[6]
c
Geef de toetsingsgrootheid, de verdeling ervan (inclusief de voorwaarden waaraan voldaan zou moeten zijn om deze verdeling van toepassing te verklaren) en het kritieke gebied hiervoor.  

Uitwerkingen

1
a
Noem de werkelijke concentratie van de desbetreffende stof μ. 

Basis is: 
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Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de werkelijke concentratie μ is dus: (35,24 ; 39,16)

b
Een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor μ krijgt breedte 1 als 2 (  z½(
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Oplossen van deze vergelijking geeft n = 61,47, dus voor n ≥ 62 is de breedte van het 95%-betrouwbaarheidsinterval minder dan 1. 

2
a1
MY (t) = E et(X − 1)  = e−t E etX    = e−t MX (t) =  
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Hieruit: E Y  =  MY’(0) = 0   (stelling 13.4)

b
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Gelijkheid (1) geldt als gevolg van de onafhankelijkheid van X en Y  (stelling 13.7 ().

Gemaakte fouten

· Theorie niet geleerd. 

3
Dit is het bewijs van stelling 14.1: 
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4
a
Laat het verwachte vulgewicht op het moment van de meting voorgesteld worden door μ. Omdat zowel te lage als te hoge waarden van μ moeten worden opgespoord, wordt een tweezijdige toets uitgevoerd. Dus: H0: μ = 500 tegen Ha: μ ( 500. Van het vulproces is geen standaardafwijking (σ) bekend, dus de steekproefwaarde (S) wordt gebruikt. 

De toetsingsgrootheid is 
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(form. 12.3t), hier T5  = 
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, die onder H0 een t-verdeling heeft met 5 vrijheidsgraden. Het kritieke gebied hiervoor is  (−( ; −2,571]  (  [2,571 ; ().

De uitkomst van T5 is:  (504,9 − 500) / 3,8 ( (6 = 3,16

Deze valt in het kritieke gebied, dus H0 wordt verworpen. Het vulproces moet worden bijgesteld.

Gemaakte fouten

· Tekst slecht gelezen. Zie hieronder ‘Hoe onderscheid ik  s  en  σ ?’

b
De P-waarde is gelijk aan 2( de rechteroverschrijdingskans (onder H0) van de gevonden uitkomst, dus 2( P(T9 ≥ 3,16), wat in de bedoelde computertaal als volgt wordt verkregen:

2 ( (1 − dist(T ; 3.16 ; 5)), maar ook wel als 2 ( dist(T ; −3.16 ; 5), waarmee tweemaal de linkeroverschrijdingskans wordt berekend,  of als 

2 ( dist(T ; −abs(504.9 − 500) / 3.8 * sqrt(6) ; 5))     (als men afrondingsverschillen wil vermijden, en als men tenminste van de functies abs en sqrt gebruik mag maken).

5
a
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op (0 , 1)
elders 0

Dus 
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op (0 , 1−x)
elders 0

Gemaakte fouten

· Bovengrens integraal 1 i.p.v. 1 − x;

· Term 3kx niet meegenomen (als constante) bij het integreren. 

b
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 = 0,15625

Gemaakte fouten

· Bovengrens integraal 1 i.p.v. 1 − 0,7;

· De uitkomst moet natuurlijk liggen tussen 0 en 0,3 (resp. 0 en 1 bij fout interval); wie een uit​komst buiten dit interval (de drager van de kansverdeling) zonder commentaar laat staan, voelt slecht aan wat ‘verwachting’ inhoudt. Als je een schets maakt van de dichtheid, dien je bovendien te beseffen dat de verwachting niet heel dicht bij de grenzen van het interval (0 ; 0,3) kan liggen. 

6
a
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[*  Z is de standaardnormale grootheid]

Gemaakte fouten

· Tekst slecht gelezen. Zie hieronder ‘Hoe onderscheid ik  s  en  σ ?’

b
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7
Uit de gelijkheid: 
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leiden we af:  16σ2 + σ2 + σ2  = (4σ2 + σ2 ) + (4σ2 + σ2 ) + 2ρ (4σ2 + σ2 ), waaruit volgt: ρ = 0,8

(Wat de verwachting is, speelt dus geen enkele rol. De grootheden hadden ook verschillende verwachtingen mogen hebben.) 

Anders:
Merk op dat wegens de onafhankelijkheid geldt: E(Xi Xj ) = E(Xi ) E(Xj ) = μ2

Dit wordt gebruikt bij de berekening van de covariantie:

Cov((X1 + X2 , X1 + X3)  =  E(X1 + X2)(X1 + X3) − E(X1 + X2) E(X1 + X3)  = 

= E(X12 + X1 X2 + X1 X3 + X2 X3) − (2μ)2   = {((2σ)2 + μ2 ) + μ2 + μ2 + μ2} − 4μ2 = 4σ2  

ρ =  (4σ2  ) / ([(5σ2 ) (5σ2 )] = 0,8   want Var(X1 + X2) = Var(X1 + X3) = 4σ2 + σ2  = 5σ2
Gemaakte fouten

· Alle stochasten zijn onafhankelijk, maar X1 is natuurlijk niet onafhankelijk van X1. Dus E(X12 ) ( μ2. We weten toch: Var(X1 ) = E(X12 ) − μ2, dus E(X12 ) = 4σ2 + μ2.

8
a
Uit 1 ≤ y ≤ x volgt y / x ≤ 1. Aangezien x onbegrensd groot kan worden bij y = 1, heeft y / x infimum 0. Dus W = Y / X neemt waarden aan op (0 ; 1].

b
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op (0 , 1]

Dus fW(w) = 1 op (0, 1]; W heeft een unif(0 , 1)-verdeling. 

Gemaakte fouten

· Het is heel dom als je je niet realiseert, dat de verdeling van W niet meer van x of y kan afhangen. 

· De weinigen die een plaatje maakten, hadden vaak de ondergrens van de buitenste integraal goed: 1/w i.p.v. 1. De velen die dat niet deden, kwamen uit op een verdelingsfunctie die niet van 0 en 1 liep. Dan merk je toch dat er wat aan de hand is! 

9
a
Hier moeten eerst de verschillen per patiënt worden berekend. Het waarnemingspaar (meting vóór en ná) vormt een geheel. Daarop wordt een toets voor één steekproef toegepast. Het toepassen van een toets voor twee steekproeven veronachtzaamt de band tussen de twee metingen per patiënt en heeft daardoor een lager onderscheidingsvermogen. 

b
Definieer: μV  = de verwachte afname in cholesterol; Vi = verlaging cholesterol van patiënt i.

H0: μV  = 0;  H0: μV  > 0 (éénzijdig, men wenst een verlaging te constateren)

c
Toetsingsgrootheid is 
[image: image26.wmf]/8
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, waarin SV de steekproefstandaardafwijking voorstelt. Onder H0 heeft deze een t7-verdeling, als tenminste de waarnemingen Vi als een steekproef uit een normale verdeling mogen worden  beschouwd. Het kritieke gebied hiervoor is: [t7; α ; (), voor α = 0,05 bijv.: [1,895 ; ()

Is de veronderstelling van normaliteit niet redelijk, dan kan de tekentoets worden toegepast op de tekens van de waarnemingen Vi. (N.B. Vijf verhogingen en drie verlagingen vormen dan zeker geen significant verschil!)

Hoe onderscheid ik  s  en  σ ?

Hieronder staan een paar tekstfragmenten waarin de waarde van een standaardafwijking wordt vermeld. Daarna volgt de conclusie of dit een steekproefstandaardafwijking (s) betreft of ee populatiestandaardafwijking (σ).

De metingen volgden/hadden/volgen/hebben een normale verdeling met een standaardafwijking van 3,21: σ, want 3,21 heeft betrekking op de verdeling.

Elk van de metingen had een standaardafwijking van 3,21: σ, want als de steekproefstan​daard​afwij​king was berekend, zou deze afkomstig zijn uit de hele groep, en niet uit elk van de metingen apart.

De metingen hadden een standaardafwijking van 3,21: dubbelzinnig; de redenering hierboven gaat niet op, maar het zou wel de bedoeling van de schrijver geweest kunnen zijn; het kan ook zijn dat de 3,21 uit de metingen is berekend. Dat laatste zou ondubbelzinnig de bedoeling zijn geweest als er had gestaan ‘de steekproef van metingen had . . .’ In de meeste gevallen zal dat wel de bedoeling zijn.

De metingen gaven een standaardafwijking van 3,21: s, want 3,21 is kennelijk uit de metingen berekend. 

De populatie had een standaardafwijking van 3,21: σ, want dat is de populatiestandaardafwijking.

De steekproef kwam uit een verdeling met een standaardafwijking van 3,21: σ, want het getal slaat op de verdeling en niet op de steekproef. 

De metingen leverden een gemiddelde van 456,78 en een standaardafwijking van 3,21: s, want 3,21 (de standaardafwijking) is (net als het gemiddelde van 456,78) door de metingen ‘geleverd’, d.w.z. daaruit berekend.
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