Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
31 januari 2007, 9.30-12.30 uur
· Dit tentamen bestaat uit zes vragen en vier pagina’s met overzichten en tabellen (of fragmenten daarvan).

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes links in de kantlijn naast de opgave. 

Tabellen: kritieke waarden standaardnormale verdeling, t-verdelingen, χ2-verdelingen, F-verdelingen; overzicht statistische grootheden; overzicht verdelingen.

1
De kansverdeling van X is gegeven door de kansdichtheid 
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[6]
a
Bepaal c.

[3]
b
Bepaal de mediaan van X.

[6]
c
Bepaal de dichtheid van Y  = X 2.

[2]
d
Bepaal de mediaan van Y. 

2
In de suikerfabriek worden de zakjes poedersuiker met nominaal een half pond gevuld. Op één van de controle​momenten heeft men de volgende twee steekproeven van vulgewichten (in gram, normaal verdeeld) van twee productielijnen:
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[8]
a
Bereken een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het quotiënt van de varianties van beide vulprocessen. 

[3]
b
Leid hieruit een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de verhouding van de standaardafwijkingen. 

[8]
c
Neem aan dat de varianties van beide vulprocessen aan elkaar gelijk zijn, en geef onder deze voorwaarde een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het verwachte verschil in vulgewicht van de twee productielijnen. 

3
Het aantal schades (N) in een kalenderjaar in portefeuille D heeft een BINOM(2 , ½)-verdeling. Het schadebedrag X per schade heeft een discrete uniforme verdeling op {1, 4, 16}. [Dat houdt in: P(X = k) = ⅓ voor k = 1, 4, 16]

[8]
a
Bepaal de verwachting van Y, zijnde het totale schadebedrag.

[8]
b
Bepaal de variantie van Y met de formule Var(Y) = Var(E(Y | N)) + E(Var(Y | N))

4
In een bepaalde situatie kan een schadebedrag (in kƒ = duizenden florijnen) worden gezien als de uitkomst van een Poisson-verdeelde grootheid vermeerderd met een vast bedrag van 2 (( ƒ 1000) plus een daarvan onafhankelijk bedrag in florijnen (ƒ) dat een continue uniforme verdeling heeft op het interval [0 , 1000) heeft. Dit betekent, dat het laagst mogelijke schadebedrag gelijk is aan (0 + 2) ( ƒ 1000 = ƒ 2000. En zo is een schadebedrag van bijv. 7654 florijnen, gelijk aan 7,654 kƒ, opgebouwd uit de som van 5 (Poisson-uitkomst 5 is 5000 florijnen) plus 2 plus 0,654 (uit​komst uit de uniforme verdeling tussen 0 en 1). 

[8]
Bepaal de momentgenererende functie van het schadebedrag in ƒ. 

5
De simultane kansdichtheid van (X , Y) is:  f(x , y) =  3 e(3x + 2y 
voor het gebied  0  <  y < x < (
[8]
a
Bepaal de marginale dichtheden van X en Y.

[6]
b
Bepaal de voorwaardelijke dichtheden van X | Y = y  en  Y | X = x.

[8]
c
Bepaal de kansdichtheid van V = Y / X.

6
Men neemt twee onafhankelijke trekkingen  X en Y  uit een uniforme verdeling op [(1 , 1]. De stochasten V en W stellen de kleinste resp. de grootste van deze twee waarnemingen voor. 

[4]
a
Toon aan dat de verdelingsfunctie van W gelijk is aan 
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[6]
b
Bepaal de kansdichtheid van V.
[8]
c
Bepaal de covariantie en de correlatiecoëfficiënt tussen V en W.  Maak gebruik van het feit: X + Y  = V + W
Kansrekening en Statistiek 2,  31 januari 2007, uitwerkingen
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dus  
c = 4

b
Als we de mediaan met m aangeven, kunnen we de volgende vergelijking opstellen: 
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dus  
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c
We bepalen eerst de verdelingsfunctie:  

P(Y ≤ y) = P(X 2 ≤ y) = P(X  ≤ (y) = 
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(y ≥ 0)
(heel dom om hierbij de 1 te vergeten, want dan staat er een verdelingsfunctie met uitsluitend negatie​ve waarden! maar bij het differentiëren maakt dit niet uit, dus ook) dan komt de dichtheid uit op:
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op de halfrechte [0 , (), elders 0.
d
Bij een monotone transformatie gaat de mediaan méé, dus mediaan van Y is  m2 = (2  − 1. 

2
Gegevens van A worden met X aangegeven, van B met Y.
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(bij ( = 0,05: 5,409 resp. 9,013, puntje eraf)

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval volgt uit:
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wat geeft:
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Dus het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor 
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is (0,467 ; 5,39);

voor 
[image: image16.wmf]2

2

X

Y

s

s

is het 95%-betrouwbaarheidsinterval gelijk aan (0,185 ; 21,4).

b
De overeenkomstige betrouwbaarheidsintervallen voor de verhoudingen van de standaardafwijkingen volgen eenvoudig door het nemen van de wortels van de grenzen van de zojuist berekende intervallen.

Dus het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor 
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is (0,216 ; 2,32);

voor 
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is het 95%-betrouwbaarheidsinterval gelijk aan (0,431 ; 4,63).

c
De gepoolde variantie die voor de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval voor het verschil Δ = (A ( (B  in de verwachtingen nodig is, is gelijk aan 
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. Met t8;0.025 = 2,306 volgt het betrouwbaar​heids​interval uit de ongelijkheden:
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Na invullen van de gemiddelden uit de steekproef en enig rekenwerk volgt het 95%-betrouwbaarheids​interval voor Δ: ((3,77 ; 5,77).

3
We maken een tabel met alle mogelijkheden (tussen haakjes de voorwaardelijke kansen per regel)

	n
	Y
	E(Y | N=n)
	P(N = n)

	0
	0         (1)
	
	
	
	
	
	0
	¼

	1
	1      (1/3)
	4      (1/3)
	16    (1/3)
	
	
	
	7
	½

	2
	2      (1/9)
	5      (2/9)
	8      (1/9)
	17   (2/9)
	20   (2/9)
	32   (1/9)
	14
	¼


a
In de laatste kolom staat: E(Y | N=0) = 0, E(Y | N=1) = E(X 1) = 7 en E(Y | N=2) = E(X 1 + X 2) = 14, waarin Xi de schade bij de i-de gebeurtenis voorstelt. 
Dit kan worden samengevat als E(Y | N = n) = n ( E(X 1). Dus E(Y | N) = N ( E(X 1).

Nu geldt: E(Y) = E(E(Y | N)) = E(N ( E(X 1)) = E(X 1) ( E(N) = 7 ( 1 = 7.

E(E(Y | N)) kan ook uit de laatste twee kolommen worden berekend.

b
We berekenen eerst de variantie van X:
(1 ( 7)2 (1/3) + (4 ( 7)2 (1/3) + (16 ( 7)2 (1/3) = 42

Dus de variantie van Y gegeven N = n is gelijk aan: n ( 42

Var(Y) = Var(E(Y | N)) + E(Var(Y | N)) = Var(N ( E(X 1)) + E( N ( 42) = 
 
= 72 ( Var(N) + 42 = 49 ( (2(½)(½) + 42 = 66½ = (8,155)2

4
MX(t) = E(etX ) = E(et(2+Y+U) ) = e2t E(etY ) E(etU ) = 
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maar dit in kƒ, want 2 is 2000 ƒ, Y is Poisson(5) in kƒ, en U is unif(0;1). Na schaaltransformatie: 
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wegens stelling: M1000X (t) = MX (1000t)

5
a
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eveneens op (0 , ()

b
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voor x  in het interval (y , (), elders 0
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voor y  in het interval (0 , x) , elders 0

c
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[image: image29.wmf]3(32)

32

111

323642646432

v

vv

vvvvv

--

-----

=-=-===


voor v in (0 , 1), elders 0

6
a
De kans dat W kleiner of gelijk is dan w is de kans dat X en Y  beide kleiner dan of gelijk zijn aan w. Dus 
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voor w ( ((1 , 1)
(en uiteraard 0 voor w ( (1, en 1 voor w ( 1)

b
Men kan de dichtheid van V afleiden uit de symmetrie die met W bestaat. Men kan ook een soortgelijke redenering als hierboven toepassen om de kans dat V > v te bepalen. 
De dichtheid van W is (differentieer uitkomst a): ½(w + 1) op  ((1 , 1), elders 0
Op basis van de symmetrie t.o.v. 0 is dan de dichtheid van V gelijk aan ½(1 ( v) op  ((1 , 1), elders 0.

c
Als X + Y = V + W, is ook de variantie van beide gelijk; dus Var(X + Y ) = Var(V + W ).
Vanwege de onafhankelijkheid is Var(X + Y ) = 2Var(X ) = 2 ( (4/12) = 2/3. Dit moet dus gelijk zijn aan:

Var(V + W ) = Var(V ) + Var(W ) + 2 Cov(V , W )

Wederom vanwege de symmetrie zijn Var(V ) en Var(W ) aan elkaar gelijk.
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Dus Var(V) = 1/3 ( ((1/3)2 = 2/9

Tezamen met het bovenstaande levert dit de vergelijking op: 2/3 = 2/9 + 2/9 + 2 Cov(V , W )
Hieruit volgt Cov(V , W ) = 1/9, en daaruit
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