Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
11 juli 2007, 9.30-12.30 uur
· Dit tentamen bestaat uit acht opgaven en twee pagina’s met overzichten en tabellen (of fragmenten daarvan).

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes links in de kantlijn naast de opgave. 

· Toegestaan: rekenmachine (geen laptop), schrijfgerei;

· Niet toegestaan: vlakje, schrijfgerei, rekenmachine, wat dan ook doorgeven;

· De relatieve waardering staat links in de kantlijn. Indien gunstig tellen de resultaten voor voortgangstoetsen en computerpracticum voor 30% mee in het cijfer. Het cijfer voor het tentamen zelf moet echter minimaal 4,5 zijn.

· Tabellen: N(0,1) en overzicht verdelingen los; kritieke waarden χ2-verdelingen, statistische grootheden op blz. 2.

1
[6]
Geef de afleiding van de moment-genererende functie van de exponentiële verdeling met verwachting (. 

2
In onderstaande tabel staat de simultane verdeling van X en Y. Het betreft de verkoopaantallen op een willekeurige dinsdag van de artikelen M6 (maximaal twee verkocht) resp. K23 (maximaal drie verkocht). 

	 
	Totaal 
	0,09
	0,22
	0,29
	0,4
	1

	Aantal verkochte artikelen M6
	2
	0
	0
	0,01
	0,19
	0,2

	
	1
	0,04
	0,18
	0,24
	0,14
	0,6

	
	0
	0,05
	0,04
	0,04
	0,07
	0,2

	 
	 
	0
	1
	2
	3
	 Totaal

	 
	 
	Aantal verkochte artikelen K23
	 


[9]
Bereken de covariantie van X  en Y en de correlatiecoëfficiënt.

3
Een verzekeringsmaatschappij werkt het volgende model uit voor het totale geclaimde schadebedrag in een bepaalde portefeuille in een jaar. Het aantal claims heeft een POISSON(3)-verdeling. Het geclaimde schade​bedrag (in M€) per schade is BINOM(10, ½)-verdeeld. 

[5]
a
Bepaal de verwachting van de totale schade in een jaar.

[8]
b
Bepaal de variantie van de totale geclaimde schade in een jaar met behulp van de formule

Var(Y ) = Var(E(Y | X )) + E (Var (Y | X ))

waarin X het aantal schades voorstelt (en Y dus de totale geclaimde schade). 

4
Een fabrikant van vulmachines voor vloeibare etenswaren beweert dat bij een bepaalde machine de standaard​afwij​king van de vulhoeveelheden ten hoogste 0,4% van het ingestelde vulvolume bedraagt. Men is van plan een steek​proef te nemen van acht twee-literflessen multimel, die met deze machine zijn gevuld. 

[5]
a
Bepaal voor de steekproefvariantie van deze acht hoeveelheden een bovengrens die met een kans van 95% niet zal worden overschreden, als de fabrikant tenminste gelijk heeft. 

[8]
b
Bepaal een 90%-betrouwbaarheidsinterval voor de standaardafwijking (in ml) van het vulproces als de steekproef was:
2002
1992
2009
1997
1989
2008
2013
2006
5
Een stochast X heeft een N(μ , σ2)-verdeling. 

Men toetst H0: μ = μ0 tegen H0: μ < μ0 en besluit H0 te verwerpen als: 
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[5]
a
Bepaal de onbetrouwbaarheid (= kans op de fout van de eerste soort = α).

Bij a had u de numerieke waarde van σ niet nodig, maar bij b en c neemt u aan: σ = 5. 

[8]
b
Als μ0 = 1000 en de werkelijke waarde van de verwachting is in feite 999, bereken dan het onderscheidingsvermogen en de kans op de fout van de tweede soort als n = 10.

[6]
c
Als μ0 = 1000 en de werkelijke waarde van de verwachting is in feite 999, bereken dan voor welke steekproefgrootte n de kans op de fout van de tweede soort gelijk is aan 0,4960.

6
De kansdichtheid van (X , Y ) is: 
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[9]
Bepaal de verdelingsfunctie en de kansdichtheid van W = Max(X, Y ). 

►
Laatste twee opgaven op de volgende bladzijde.
►►►

7
De simultane kansdichtheid van (X , Y) is:  f (x, y) =  3x + 2y  op het gebied  x, y > 0 en x + y < c  (elders 0).

[8]
a
Bepaal c.

[6]
b
Bepaal E(X ).  (Gebruik niet de bij vraag a berekende numerieke waarde van c, maar laat c in het antwoord staan.)

8
►Meerkeuzevragen, hier hoeft u alleen het antwoord op te schrijven.

Een computerprogramma berekent met dist(A; x; par) de waarde van de verdelingsfunctie in het punt x, voor een verdeling gespecificeerd op de plaats van A, met de letter N (voor de normale verdeling, para​meters (, σ), T (voor de t-verdeling, parameter (), F (voor de F-verdeling, parameters (1 en (2) of C (voor de (2-verdeling, parameter (). In het deel ‘par’ worden de parameters van de desbetreffende verdeling ook gescheiden door een puntkomma (indien van toepassing). 

[4]
a
Als dist(F; x; 5; 8) = 0,025 en dist(F; y; 8; 5) = 0,025, welke relatie bestaat dan tussen x en y?

a1
x = 1 / y
a2
x = 1 ( y
a3
x / 5 =  y / 8

a4
x / 8 =  y / 5

[4]
b
Als dist(N; x; 0; 1) = 0,95, dan:

b1
dist(C; x2; 1) = 0,95

b2
dist(C; (x; 1) = 0,95

b3
dist(C; x2; 1) = 0,90

b4
dist(C; (x; 1) = 0,90


Uitwerkingen tentamen Kansrekening en statistiek 2, 11 juli 2007

1

Laat X een EXP(μ)-verdeling hebben, dus dichtheid is: f (x) = e(x/μ/μ. De moment-genererende functie is: 
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   mits t < 1 / μ , anders convergeert de integraal niet

Gemaakte fouten

· Theorie niet geleerd;

· Niet verwachting μ gebruikt, maar intensiteit (=1/μ)  (-1 p.);

· Niet opgemerkt dat t < 1/μ moet zijn   (-1 p.);

· Som i.p.v. integraal (kent dus exp-verdeling niet);

2

Zonder veel moeite tonen we aan: E (X )  =  1 en E (Y ) = 2. Dan is de covariantie:

E (X − 1) (Y − 2) = 

	(x−1)(y −2)(0
	+(x−1)(y −2)(0
	+(x−1)(y −2)(0,01
	+(x−1)(y −2)(0,19

	+(x−1)(y −2)(0,04
	+(x−1)(y −2)(0,18
	+(x−1)(y −2)(0,24
	+(x−1)(y −2)(0,14

	+(x−1)(y −2)(0,05
	+(x−1)(y −2)(0,04
	+(x−1)(y −2)(0,04
	+(x−1)(y −2)(0,07


=

	(2−1)( −2)(0
	+(2−1)(1 −2)(0
	+(2−1)(2 −2)(0,01
	+(2−1)(3 −2)(0,19

	+(1−1)( −2)(0,04
	+(1−1)(1 −2)(0,18
	+(1−1)(2 −2)(0,24
	+(1−1)(3 −2)(0,14

	+(0−1)( −2)(0,05
	+(0−1)(1 −2)(0,04
	+(0−1)(2 −2)(0,04
	+(0−1)(3−2)(0,07


=

	0
	+0
	+0
	+0,19

	+0
	+0
	+0
	+0

	+0,10
	+0,04
	+0
	−0,07


=  0,26  (het mag ook korter worden opgeschreven)

Var(X ) = (−1)2 0,2 + (+1)2 0,2 = 0,4;  Var(Y ) =  (−2)2 0,09 + (−1)2 0,22 + (+1)2 0,40 = 0,98

Dus de correlatiecoëfficiënt is: 
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Gemaakte fouten

· Correlatiecoëfficiënt > 1 laten staan.

· Bij berekening van E(XY ) de vermeende onafhankelijkheid gebruikt, daarna andere fouten gemaakt, zodat de covariantie toch niet op 0 uitkwam. 

· Fouten bij de berekening van verwachting en variantie van X en Y   (KR&S 1!).

3
a
E(Y | X = x) = x ( (10(½) = 5x

(X is het aantal schades; Y is som van x schades)
E(E(Y | X  ) = E(5X ) = 5E(X ) = 5(3) = 15

Gemaakte fouten

· E(X Y ) = E(X ) E(Y ) gebruikt onder het slaken van de kreet ‘onafhankelijk’; als X het aantal schades is en Y de som van de schades, zijn ze niet onafhankelijk; als Y één schade is, is de totale schade niet X Y, maar de som van X stochasten met de verdeling van Y.  Het goede antwoord komt er dan wel uit, toch 0 p. 

b
Var(Y | X = x) = x ( (10(½(½) = 2,5x
(Y is som van x - neem aan onafhankelijke - schades)

Var(Y ) = Var(5X ) + E(2,5X ) = 52 Var(X ) + 2,5 E(X ) = 25 (3) + 2,5 (3) = 82,5

4
We weten van de verdeling van S2 = 
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 een χ2(7)-verdeling heeft.
algemeen: 
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( (0,004 ( 2000)2 = 128,6125714

Dus met een kans van 95% komt S 2 niet boven 128,6 uit.

Gemaakte fouten

· Bij omkeren breuk ongelijkteken niet omgedraaid; men krijgt dan een lage ondergrens, die vervolgens als bovengrens wordt gerapporteerd. Zo voorspelt men bv. dat  S < 6,5 (voor de steekproefstandaardafwijking),  terwijl σ = 8 (in ml in de populatie / het vulproces), en terwijl dat getal ook als uitgangspunt van de voorspel​ling is gebruikt. Iemand die niets van statistiek weet, vindt dat meteen raar. Als je aan de universiteit studeert, valt je niets op. Vergeet niet je gezonde verstand te gebruiken.

· In afleiding / rapportering kans van 0,95 niet genoemd.

b
Uit de χ2(7)-verdeling halen we: P(2,167 < 
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In de steekproef gevonden: gemiddelde 2002; s2  = 73,7142857 (= 516 / 7);  s = 8,585702 (vol. in ml)

Met 95% betrouwbaarheid geldt dus: 2,167 < 
[image: image14.wmf]2
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516 / 14,067 < σ2 < 516 / 2,167    oftewel     36,6816  < σ2 <  238,1172    oftewel   6,06  < σ < 15,43

Het 90%-betrouwbaarheidsinterval voor σ is dus (6,06 ; 15,43).
5
a
Als μ = μ0, dan 
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  ≤ 1,282)  = 0,1000 (tabel 2) = α
De kans op de fout van de eerste soort (H0 verwerpen als hij juist is) is dus 0,1000.
Gemaakte fouten

· Tabel 1 gebruikt i.p.v. tabel 2  (-1 p.);

· Verzuimd standaardnormale verdeling te noemen (-1 p.);

b
Kritieke waarde voor 
[image: image17.wmf]X

is: μ0 −1,282 ( σ / (n = 1000 − 1,282 ( 5 / (10 = 997,97298

Als μ = 999, is het onderscheidingsvermogen (kans om in het kritieke gebied te komen):

P(
[image: image18.wmf]X

≤ 997,97298 | N(999 ; 52 /10)) = P(Z  ≤ 
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| N(0 ; 1)) = ((−0,65) = 1 −  ((0,65) =

= 1 − 0,7422 = 0,2578

De kans op de fout van de tweede soort is altijd 1 − onderscheidingsvermogen; hier dus 0,7422.
Gemaakte fouten

· kritieke waarde niet gebruikt (alles wat gebaseerd is op het verschil 1000 ( 999 is fout);

· 999 niet gebruikt;

· X en μ door elkaar gehaald / volgorde termen in de teller verkeerd;

c
Kritieke waarde voor 
[image: image20.wmf]X

is: μ0 −1,282 ( σ / (n = 1000 − 1,282 ( 5 / (n = 1000 − 6,41 ( 5 / (n
Als μ = 999, is de kans op de fout van de tweede soort (kans om niet in het kritieke gebied te komen):

P(
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>1000 − 6,41 ( 5 / (n | N(999 ; 52/n)) = P(Z  > 
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) = P(Z > 0,01) = 0,4960

De laatste gelijkheden gelden als  
[image: image24.wmf]6,41
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 =  0,01, wat neerkomt op n = 41,73. Dus voor n ≥ 42 is de kans op de fout van de tweede soort kleiner dan 0,4960, voor kleinere n is de kans op de fout van de tweede soort groter dan 0,4960.

Gemaakte fouten

· Niet bedacht dat ook de kritieke waarde voor 
[image: image25.wmf]X

 van n afhangt;

· Rare antwoorden als n = 0 of n = 0,21 zonder commentaar laten staan;

6
Het maximum van X en Y, die beide tussen 1 en ( liggen, is ook een getal tussen 1 en (. Dus op [1 , ():

 FW(w) = P(W ( w) = P(Max(X, Y ) ( w)  = P(X  ( w  en  Y  ( w)  =  =
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Op (−( , 1] is de verdelingsfunctie gelijk aan 0. 


De kansdichtheid van W = Max(X, Y ) volgt dan door differentiëren van deze verdelingsfunctie.
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  op  [1 , () , elders 0.

Gemaakte fouten

· Het probleem leek vooral te zitten in slechte handigheid met het rekenen van kansen (KR&S 1); omdat men kan aantonen dat X en Y onafhankelijk zijn (dat gebeurt in feite bij * in de tweede regel van de afleiding heirboven), komt Max ( w er op neer dat beide ( w (en niet één van beide), dus kans in het kwadraat.

· Niet braaf het stappenschema gevolgd (theorie niet geleerd?);

· Fouten met grenzen van de integralen;

7
a
De totale kans moet gelijk zijn aan 1, dus 
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Dus 
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Gemaakte fouten

· Grens verkeerd (1 i.p.v c, of c i.p.v. c(x, of verkeerde variabele [x i.p.v. y]);

· haken om integrand weggelaten  (-1 p.);

b
E(X ) = 
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  (( 0,425) 

Gemaakte fouten

· Grens verkeerd (1 i.p.v c, of c i.p.v. c(x, of verkeerde variabele [x i.p.v. y]);

· haken om integrand weggelaten  (-1 p.);

· x of y in het antwoord laten staan;

8
a1
Zie theorie F-verdeling.

b 
was fout; als x in de standaardnormale verdeling een rechteroverschrijdingskans heeft van 0,10, dan bevindt zich tussen  −x  en  x  90% van de verdeling. Alle uitkomsten tussen  −x  en  x geven een kwadraat kleiner dan of gelijk aan x2. Dus in de χ2(1)-verdeling ligt 90% links van x2 en 10% rechts daarvan. Bij b3 had moeten staan 0,90 (i.p.v. 0,10). Dat was dan de juiste keuze geweest. (Iedereeen krijgt 4 punten. )
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