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Dit tentamen bestaat uit zeven opgaven, 100 punten. Motiveer uw antwoord. Tabellen graag na afloop weer inleveren.
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    (elk overigens alleen maar geldig als aan bepaalde voorwaarden is voldaan)

1  
Laat X een binomiaal verdeelde stochast zijn met n = 2 en p = 1/3. Zij x de uitkomst van X. Vervolgens worden x worpen gedaan met een zuivere munt. Het aantal malen dat daarbij kop bovenkomt, wordt dan met Y aangegeven.

a [4] 
Bepaal de simultane kanstabel van X en Y.

b [4] 
Bepaal 
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, en gebruik dit om E(Y) te  bepalen

c [4]
Bepaal de covariantie en de correlatiecoëfficiënt tussen X en Y. Zijn X en Y onafhankelijk?

d [4]
Bepaal P( X = 1 | XY ≥ 1)

2 
Een overheidspublicatie stelt dat de winstgevendheid van een zekere bedrijfstak zich in het

afgelopen jaar hersteld heeft. Laat X de winst van een willekeurig bedrijf uit deze bedrijfstak

zijn als percentage van het eigen vermogen. Volgens de overheidspublicatie kan X goed

gemodelleerd worden als een normaal verdeelde stochastische variabele met verwachting 7.00%.

Een student denkt dat de overheid een te gunstige voorstelling van zaken geeft (hij denkt dus dat de winsten lager zijn) en trekt ter controle een aselecte steekproef van 25 jaarverslagen van bedrijven uit die bedrijfstak. Uit zijn steekproef berekent de student een steekproefgemiddelde van 5.20% en een steekproefstandaardafwijking van 5.00%. De student wenst nu na te gaan of de opgegeven waarde van 7.00% juist kan zijn. Daarbij wil hij een kans van ten hoogste 5% lopen dat hij de overheid ten onrechte van een te gunstige voorstelling van zake beticht.

a [9]
Pas een geschikte toets toe. Vermeld o.a. de hypothesen, de toetsingsgrootheid, kritieke gebied en formuleer de conclusie.

b [5] 
Bepaal een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de standaardafwijking van de winst in de bedrijfstak.

3
De onafhankelijke, identiek verdeelde stochasten X1, X2, ..., Xn hebben elk als momentgenererende functie E [etX  ]:
 
[image: image7.wmf]1

()

1

=

-

X

Mt

t


a [4]
Bepaal de momentgenererende functie van Y = X1 ( 1.

b [5]
Toon hiermee aan dat de verwachting van Y gelijk is aan 0.

c [5]
Bepaal de momentgenererende functie van het gemiddelde van X1, X2, . . . , Xn. 

4  
De onafhankelijke stochasten X en Y zijn allebei uniform(0, 1) verdeeld. De stochast U is gedefinieerd door 
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a [5] 
Toon aan dat voor geschikte waarden van u en y de voorwaardelijke kansdichtheid van U gegeven Y=y gelijk is aan 
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. Voor welke waarden van u en y geldt dit resultaat?
b [5]
Bepaal de (onvoorwaardelijke) kansdichtheid van U.  (Hint: het handigst gaat dit door gebruik te maken van het resultaat uit onderdeel a, maar het kan ook anders).

5
Zij 
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 en definieer de steekproeffractie 
[image: image11.wmf]1

ˆ

.

-

=

PnX


a [5]
Leg nauwkeurig uit waarom 
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 bij benadering een standaard normale verdeling heeft (voor n voldoende groot).
b [7]
Leidt de formules af voor een tweezijdig (1-α)100%- betrouwbaarheidsinterval voor p op basis van het gegevene uit deel a.

Er bestaat een vermoeden dat de VPP van Greet Tammers procentueel gezien een grotere aanhang heeft onder vrouwen dan onder mannen. Om dit te toetsen zijn er twee steekproeven genomen, de eerste onder 460 vrouwen, en de tweede onder 540 mannen. Het doel is om een toets te ontwikkelen om te bepalen of het genoemde vermoeden bevestigd kan worden.

c [7]
Stel de hypothesen op en vermeld de relevante toetsingsgrootheid met verdeling. Hint: bepaal eerst de verdeling van 
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 onder H0. Merk op dat hier nog een parameter in voorkomt die onbekend is (zelfs onder H0), en die u dus nog moet vervangen door een geschikte schatter, voordat er een bruikbare toetsingsgrootheid resulteert.
d [6] 
Er bleken 69 vrouwen en 54 mannen aan te geven op de VPP te gaan stemmen. Gebruik de p-waarde om een conclusie omtrent het vermoeden te trekken, met een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5%.
6 
Stel 
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 zijn onderling onafhankelijke stochasten, elk met eindige verwachting μ en variantie σ2.

Definieer 
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a [4]
Toon aan dat 
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 ook geschreven kan worden als 
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b [8]
Toon aan dat 
[image: image18.wmf]2
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 een zuivere schatter is voor σ2. (Hint: maak bijv. gebruik van het feit dat de variantie van een stochast uitgedrukt kan worden als een lineaire functie van de eerste twee momenten).

7 [9]
Gegeven is de volgende simultane kansdichtheid van de stochasten X en Y.
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Bepaal de verdelingsfunctie van de stochast W = X + Y . (Het is voldoende om nauwkeurig de juiste integralen op te schrijven, dus het is niet nodig om de integralen geheel uit te werken).
1. a)  
Uit definitie van X volgt dat 
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De simultane kansen zijn dan eenvoudig te vinden, bijv: 
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2- 
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het verwachte aantal keer kop als er x keer met een zuivere munt wordt gegooid=
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  c) 
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,  dus X en Y niet onafhankelijk
      d)
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2  a) 
Hypotheses: H0 :μ = 7.00 tegen H1 :μ < 7.00 (met α = 0.05).

Toetsingsgrootheid T = 
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 is onder H0 t24 verdeeld.

Linkseenzijdig kritieke gebied: T ≤  −1.711
Waargenomen waarde: t = 
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De uitkomst van de toetsgrootheid ligt in het KG=(- ∞ , -1.711], dus H0 verwerpen.

Conclusie: Met een onbetrouwbaarheid van 5% is, op basis van deze steekproef,

statistisch aangetoond dat de winstgevendheid in deze bedrijfstak lager is dan dat de

overheid veronderstelt.
b) zie syllabus voor afleiding van betrouwbaarheidsinterval voor σ2. Daarna invullen:
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Trek vervolgens de wortel voor het BI voor σ: 
[image: image36.wmf](15.24; 48.38) = (3.90; 6.96)


3  a)
MY (t) = E [et(X − 1) ] = e−t E [etX  ] = e−t MX (t) =  
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  b)
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Hieruit: E Y  =  MY’(0) = 0   (stelling 13.4)

  c)
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Gelijkheid (1) geldt als gevolg van de onafhankelijkheid van X en Y  (stelling 11.3.1).
4   a) 
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     b) 
Uit 
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 en onderdeel a) volgt dat 
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Dus marginale verdeling van U: 
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5 a) 
Omdat X binomiaal verdeeld is volgen de volgende resultaten (indien u niet meer wist wat de verwachte waarde en variantie van X  is, dan had u die kunnen afleiden uit het feit dat X gezien kan worden als de som van n onafhankelijke Bernoulli variabelen.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf] 

De steekproeffractie kan beschouwd worden als het steekproefgemiddelde van n onafhankelijke Bernoulli(p) verdeelde stochasten. Uit de Centrale Limietstelling volgt dan dan het steekproefgemiddelde bij benadering een normale verdeling krijgt (mits n groot genoeg).
  b) 
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Ongelijkheden tussen de haakjes oplossen naar p:
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Vervang p en q in de grenzen nu door hun (zuivere) schatters 
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Er bestaat een vermoeden dat de VPP van Greet Tammers procentueel gezien een grotere aanhang heeft onder vrouwen dan onder mannen. Om dit te toetsen zijn er twee steekproeven genomen, de eerste onder 460 vrouwen, en de tweede onder 540 mannen. Het doel is om een toets te ontwikkelen om te bepalen of het genoemde vermoeden bevestigd kan worden.

c [7]
Stel de hypothesen op en vermeld de relevante toetsingsgrootheid met verdeling. Hint: bepaal eerst de verdeling van 
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 onder H0. Merk op dat hier nog een parameter in voorkomt die onbekend is (zelfs onder H0), en die u dus nog moet vervangen door een geschikte schatter, voordat er een bruikbare toetsingsgrootheid resulteert.

d [6] 
Er bleken 69 vrouwen en 54 mannen aan te geven op de VPP te gaan stemmen. Gebruik de p-waarde om een conclusie omtrent het vermoeden te trekken, met een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5%.

   c) 
Gebruik de index 1 voor de populatie vrouwen, en 2 voor de mannen.
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En onder 
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Om hier een toetsingsgrootheid van te maken moeten we p1  schatten (en dus ook 
q1 =1- p1  )

Dit kan door het totaal aantal successen te delen door het totale aantal waarnemingen, oftewel
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Dus de toetsingsgrootheid wordt: 
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c) Merk eerst op dat 
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De waargenomen waarde van de toetsingsgrootheid uit deel c is
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De p-waarde is dan 
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Aangezien deze waarde kleiner is dan de waarde van α, volgt dat de nulhypothese verworpen dient te worden. Er is dus voldoende bewijs voor de stelling dat de VPP een grotere aanhang heeft onder vrouwen dan onder mannen.
6 Zie syllabus.

7 Teken de drager (in dit geval een driehoek). Het is envoudig in te zien dat w waarden aan kan nemen tussen 0 en 2. Het tekenen van lijnen x + y = w laat zien dat het gebied waarover geïntegreerd dient te worden, afhangt van de waarde van w. 

Voor 0 ( w ( 1:

P(W ( w) = 
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Voor 1 ( w ( 2:

P(W ( w) = 
[image: image65.wmf]1

2

1

22

00220

11

22

(1)(1)

x

wwwx

w

xdydxxdydx

-

--

-

æö

æö

ç÷

+=

ç÷

ç÷

èø

èø

òòòò



[image: image66.wmf]22
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De dichtheid is dus (maar dit werd niet meer gevraagd):
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