Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
11 juni 2004, 9.30-12.30 uur
· Dit tentamen bestaat uit acht vragen en een aantal tabellen (of fragmenten daarvan) verdeeld over vier bladzijde(n).

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes [·] achter het nummer van de opgave. Het totale aantal punten van dit tentamen is 100. Uw cijfer is in principe het aantal punten gedeeld door 10. Indien echter een gewogen gemiddelde van dit cijfer met één of twee voortgangstoetsen, elk meewegend voor 15%, hoger is, dan is dit gewogen gemiddelde het cijfer. 

1
De stochast X heeft als dichtheid   1 ( 0,4 x  op het interval ((a , a).

[4]
a
Bepaal a.

[9]
b
De verdelingsfunctie en de dichheid van  Y = X 2 
2
Van een binomiaal verdeelde stochast X is de kansgenererende functie gelijk aan: GX(t) = (0,7 + 0,3t)3
[5]
a
Bepaal de kansgenererende functie van 2X.
[5]
b
Bepaal de kansgenererende functie van X 2  (gewoon alle termen uitschrijven).
3
[8]
Geef de afleiding van de moment-genererende functie van de Poisson-verdeling. 

4
Men werpt 600 maal met een zuivere dobbelsteen. Het aantal 6-en bij deze worpen wordt met X aangegeven, en het aantal 1-en met Y. 

[2]
a
Zijn X en Y onafhankelijk?

[6]
b
Bereken met de normale benadering de kans dat X ten minste 94 zal worden.

[6]
b
Bereken met de normale benadering de kans dat X + Y  ten minste 190 zal worden.

5
Op vijf auto’s worden twee merken banden gemonteerd, A op het rechterachterwiel, B op het linkerachterwiel. Op deze manier wordt bereikt, dat de banden aan ongeveer dezelfde belasting blootstaan. Men meet de levensduren van  de beide banden in km. (De als eerste versleten band wordt - voor de levensduur van de langstlevende achterband - door een andere band van een willekeurig merk vervangen.) Zo krijgt men:

Auto

1
2
3
4
5

A, rechts
54
65
73
58
62
(( 1000 km)

B, links

52
66
68
49
60
(( 1000 km)

Onderzocht moet worden of er verschillen zijn in verwachte levensduur van de banden. Toets de hypothese dat de banden ‘even goed’ zijn. De levensduren in km mogen hierbij normaal verdeeld worden verondersteld.

[3]
a
Formuleer de hypothesen (nul- en alternatieve).

[9]
b
Voer de toets uit (toetsingsgrootheid, verdeling hiervan, kritiek gebied hiervoor, uitkomst toetsingsgroot​heid, formele conclusie, conclusie in woorden) met onbetrouwbaarheidsdrempel α = 0,05. 

6
De garantieleeftijd kan hoger zijn naarmate de variantie van de afgeleverde productie kleiner is. Hiertoe meet men de levensduur van een steekproef van zes gloeilampen, waarvan de productie onlangs is verbeterd. De gemiddelde levensduur (
[image: image1.wmf]x

) hierin was 1234 uur, en de standaardafwijking (s) van de levensduren in de steekproef was 56 uur.  

[8]
a
Bepaal een éénzijdig 95%-betrouwbaarheidsinterval (betrouwbaarheidsondergrens) voor de verwachte levensduur (voor gebruik in de 95-procents-garantie).

[8]
b
Bepaal een éénzijdig 95%-betrouwbaarheidsinterval (betrouwbaarheidsbovengrens) voor de standaardafwijking σ van de nieuwe productie van deze lampen. 

7
Laat X een verdeling hebben met kansdichtheid 
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 voor x = 3, 4, 5,  ….  (merk de relatie op met de geometrische verdeling).
Als x de uitkomst van X is, worden vervolgens x worpen met een zuivere munt gedaan.  Het aantal malen dat daarbij kop bovenkomt, wordt dan met Y aangegeven. 

[7]
a
Bepaal de kans P(Y = 0).

[6]
b
Bereken E(Y) via de voorwaardelijke verwachtingen E(Y | X = x).

8
De grootheden X en Y hebben een simultane verdeling gedefinieerd door

f(x, y) = 
[image: image3.wmf]2
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op het gebied:
  0 < x < 5 en  0 < y < 3 ( 0,6x
[2]
a
Bepaal de marginale dichtheid X.
[3]
b
Bepaal de marginale dichtheid van Y.

[9]
c
Bepaal de dichtheid van W = Y / X
Uitwerkingen

1
a
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Dit moet gelijk zijn aan 1, waaruit direct volgt: a = ½

b
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Gemaakte fouten: integraal laten lopen vanaf -½ of vanaf 0; symmetrie gebruikt die er bij vb in het boek wel was, maar hier niet.

Differentiëren geeft: 
[image: image6.wmf]1
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op het interval  [0 ; ¼)

Gemaakte fouten: interval vergeten te vermelden.

2
a
E(t2X) =E( (t2 )X  ) = (0,7 + 0,3 t2)3, maar uitschrijven van de kansen onder gelijktijdige toevoeging van de machten t0, t2, t4, t6 kan natuurlijk ook, en dat geeft: 
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Gemaakte fouten: 2X verward met de som van twee onafhankelijke stochasten X1 + X2 (dan wel (0,7 + 0,3 t2)6)

b
Uitkomsten zijn 0, 1, 4, 9 met binomiale kansen. Dus kgf is 
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3
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Gemaakte fouten: machtreeks onvoldoende laten uitkomen; afleiding gewoon niet geleerd; de fout uit de syllabus netjes overgeschreven (niet aangerekend);

4
a
Nee, geen cartesisch product, bv. de kans dat X = 301, is positief, en de kans dat Y = 301, is positief, maar de kans dat beide op 301 uitkomen, is 0.

Merk op dat bij b en c sprake is van een binomiale verdeling: X ~ Bin(600, 1/6) resp. X + Y ~ Bin(600, 1/3) 

b
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=  1 ( (((0,712) = ((0,712) (vanwege symmetrie) =  0,7618 (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,71) =  ((0,71) = 0,7611 (uit tabel)
Gemaakte fouten: continuïteitscorrectie niet (of zelfs verkeerd) toegepast; binomiale verdeling niet herkend; verwarring met (n; verwarring met σ2 van de uniforme verdeling op 1, 2, 3, …, 6 (dat is iets anders met een dobbelsteen).

c

[image: image11.wmf]1

2

121

333

189200

10,510,5

P(190)P()P()P()P(0.909)

11,547

600()()133

XYZZZZ

-

--

+³»>=>=>=>-=


=  1 ( (((0,909) = (vanwege symmetrie) = ((0,909) =  0,8183 (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,91) =  ((0,91) = 0,8186 (uit tabel)
Gemaakte fouten: varianties opgeteld (1 ( zelfs standaardafwijkingen opgeteld); binomiale verdeling niet herkend;

5
a
Omdat het om verschillende auto’s gaat, met wellicht variatie tussen de bestuurders, is het het beste om de verschillen per auto te bepalen. Laten we een verschil met Vi aangeven. We hebben dus te maken met één steekproef van verschillen: 2,  -1,  5,  9,  2. Noteer met (V het verwachte verschil: de afstand die A langer meegaat dan B (negatief als B langer meegaat). Er is geen vermoeden vooraf welk merk band langer mee​gaat, dus er wordt tweezijdig getoetst. Dus

H0: (V = 0   wordt getoetst tegen   Ha: (V ( 0

Gebruikt men de (minder onderscheidende) twee-steekproeven-toets (zie b”), dan luiden de hypothesen (na definiëring van (A en (B):

H0: (A ( (B = 0   wordt getoetst tegen   Ha: (A ( (B ( 0

Omdat de toets tweezijdig is, wordt α = 0,05 verdeeld over linker- en rechterkritieke gebied.

Gemaakte fouten: parameters (μA/B) niet gedefinieerd; standaardafwijking niet correct berekend (deling door n i.p.v. door n ( 1)

b
Toetsingsgrootheid is 
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Als H0 waar is heeft deze een t (n(1)-verdeling.

Bij 5 ( 1 = 4 vrijheidsgraden is de kritieke waarde t40.025 = 2,776. Het kritieke gebied is dus

((( ; (2,776] ( [2,776 ; ()

Uit de steekproef van verschillen: 2,  -1,  5,  9,  2 bepaalt men gemiddelde (is 3,4) en  steekproef​standaard​afwijking (is 3,7815). Hieruit volgt de uitkomst van de toetsingsgrootheid: 2,01. Deze ligt niet in het kritieke gebied, dus H0 wordt niet verworpen. 

In voor gewone burgers begrijpelijke taal: een eventueel verschil in verwachte (gemiddelde) levensduur van de twee bandenmerken is met deze proef niet aangetoond. 

6
a
Ondergrens:  
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Gemaakte fouten: Boven- en ondergrens verward; 

b
Bovengrens: 
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Gemaakte fouten: t-verdeling of standaardnormale verdeling gebruikt. Interval laten doorlopen naar ((; boven- en ondergrens verward; betrouwbaarheid verkeerd; 

7
a
De voorwaardelijke kansen van Y gegeven X = x zijn: 
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   berekend uit Bin(x , ½)-verdeling.

De simultane kansen zijn 
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   y = 0, 1, 2, . . . , x   (en x = 3, 4, . . . ) 

Om de kans op Y = 0 te bepalen, moeten we de som hiervan hebben voor y = 0 over alle mogelijke x. 

Als we de simultane kansen in een schema onderbrengen, krijgen we (ook zonder bovenstaande formule af te leiden):

	
	y
	
	
	
	
	
	
	Margin.

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	. . .
	kans

	0
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	
	0

	1
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	
	0

	2
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	
	0

	3
	(1/8)p
	(3/8)p
	(3/8)p
	(1/8)p
	-
	-
	
	p

	4
	(1/16)pq
	(4/16)pq
	(6/16)pq
	(4/16)pq
	(1/16)pq
	-
	
	pq

	5
	(1/32)pq2
	(5/32pq2
	(10/32pq2
	(10/32pq2
	(5/32pq2
	(1/32pq2
	
	pq2

	. . .
	
	
	
	
	
	
	
	

	Som
	P(Y = 0)
	P(Y = 1)
	
	
	
	
	
	


Dus P(Y = 0) =  (1/8)p + (1/16)pq  + (1/32)pq2 + . . . = (1/8)p (1 + ½q + (½q)2 + (½q)3 + . . .  )  =

 = 
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Gemaakte fouten: wel de machten van ½ gevonden, maar de marginale kansen van X weggelaten (dan komt er ¼ uit); som van de kansen niet berekend (2 punten af);

b
Onder de voorwaarde X = x heeft Y een Bin(x , ½)-verdeling, en dus verwachting ½x. 

De voorwaardelijke verwachting is dus: E(Y | X ) = ½X.

Dus: E(Y ) = E(E(Y | X )) = E(½X )  = ½E(X )

Nu moeten we bedenken dat X een verschoven geometrische verdeling heeft. X ( 3 heeft een geometrische verdeling met verwachting q/p (zie formule-overzicht). Dus E(X) = q/p + 3 = (1 + 2p) / p, waaruit volgt:  

E(Y ) = ½E(X) = (1 + 2p) / 2p = 1 + (1 / 2p)
8
a
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Gemaakte fouten: 6/15 niet vereenvoudigd naar 2/5;

b
Eerst bedenken:   y < 3 ( 0,6x   (   0,6x < 3 ( y  (   x < 5 ( (5/3)y 
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Gemaakte fouten: niet bedacht dat de grens voor x van y afhangt (uitkomst 2/3, onafhankelijk van y!); dichtheid van y gegeven met x als variabele (en omgekeerd);

c
FW(w) = P(W ( w)  =  P(Y  / X  ( w)  = P(Y ( wX ) =
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Hieruit volgt via differentiëren de dichtheid: 
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Gemaakte fouten: breuk 3/(w+0.6) niet handig geschreven, waardoor rekenfouten ontstonden; over verkeerd gebied geïntegreerd; negatieve dichtheden stomweg laten staan; 

Niet geheel juist zijn de volgende oplossingen:
4
b/c zonder continuïteitscorrectie:


b
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=  1 ( (((0,6573) = ((0,6573) (vanwege symmetrie) =  0,7445   (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,66) = ((0,66) = 0,7454 (uit tabel)
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=  1 ( (((0,7668) = ((0,7668) (vanwege symmetrie) =  0,7784   (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,77) =  ((0,77) = 0,7794 (uit tabel)

c
[Optellen van de varianties is fout, want X en Y zijn afhankelijk.]
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=  1 ( (((0,866) = (vanwege symmetrie) = ((0,866) =  0,8068   (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,87) =  ((0,87) = 0,8078   (uit tabel)
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=  1 ( (((0,9526) = (vanwege symmetrie) = ((0,9526) =  0,8296    (met rekenmachine, b.v. TI83)

( P(Z > (0,95) =  ((0,95) = 0,8289   (uit tabel)

5
b”
Het alternatief, de twee-steekproeven-toets, is hier niet op zijn plaats, want het gaat om gepaarde waar​nemin​gen. De verschillen tussen de auto(rijder)s onderling bederven het onderscheidingsvermogen. De uitvoering van de toets zou luiden:

Toetsingsgrootheid is 
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; als H0 heeft deze een t(8)-verdeling. 

Het tweezijdig kritiek gebied hiervoor is: ((( ; (2.306] ( [2.306 ; ().
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   heeft uitkomst:    
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De uitkomst van de toetsingsgrootheid is:  
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Deze uitkomst ligt (bij lange) niet in het kritieke gebied. De nulhypothese wordt niet verworpen. Dit onderzoek toont een eventueel verschil tussen de beide bandemerken niet aan. 
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