Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
2 februari 2005, 9.30-12.30 uur
· Dit tentamen bestaat uit acht vragen en drie pagina’s met tabellen (of fragmenten daarvan).

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes links in de kantlijn naast de opgave. Het totale aantal punten van dit tentamen is 90. Uw cijfer is 1 + (het aantal punten gedeeld door 10). 

Tabellen: verdelingsfunctie N(0,1); overzicht verdelingen; kritieke waarden standaardnormale verdeling, t-verdelingen, χ2-verdelingen; overzicht statistische grootheden.

1
De kansverdeling van X is gegeven door de kansdichtheid 
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[4]
a
Bepaal a.

[2]
b
Bepaal de mediaan van X.

[6]
c
Bepaal de dichtheid van Y  = X 2.

[2]
d
Bepaal de mediaan van Y. 

2
In de suikerfabriek worden de zakjes poedersuiker met nominaal een half pond gevuld. Op één van de controle​momenten heeft men de volgende steekproef van vulgewichten (in gram):

252
249
250
257
[9]
Bereken een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de standaardafwijking van de verdeling van deze gewichten. 

3
Het aantal schades (N) in een kalenderjaar in portefeuille D heeft een Bin(2 , ½)-verdeling. Het schadebedrag X per schade heeft een discrete uniforme verdeling op {5, 6, 7}. [Dat houdt in: P(X = k) = ⅓ voor k = 5, 6, 7.]

[6]
a
Bepaal de verwachting van Y, zijnde het totale schadebedrag.

[6]
b
Bepaal de variantie van Y met de formule Var(Y) = Var(E(Y | N)) + E(Var(Y | N))

4
In een bepaalde situatie kan een schadebedrag (in duizenden florijnen ƒ) worden gezien als de uitkomst van een Poisson-verdeelde grootheid plus een daarvan onafhankelijk stuk dat een continue uniforme verdeling op het interval [2 , 3) heeft. Het moge duidelijk zijn, dat het laagst mogelijke schadebedrag dus (0 + 2) ( ƒ 1000 = ƒ 2000 is. En zo is een schadebedrag van bijv. 7654 florijnen (= 7,654 kƒ) opgebouwd uit de som van 5 (Poisson-uitkomst 5 is 5000 florijnen) en 2,654 (uit​komst uit de uniforme verdeling tussen 2 en 3). 

[8]
Bepaal de momentgenererende functie van het schadebedrag. 

5
De stochasten X en Y hebben een simultane verdeling. Daarvan is de dichtheid gelijk aan cx voor x, y ( 0 en x + 2y ( 2 (buiten deze driehoek is de dichtheid 0). 

[4]
a
Bepaal c.

[5]
b
Bepaal de marginale verdeling van X en Y.

[5]
c
Bepaal de verdelingsfunctie en de dichtheid van de stochast W = X + Y .

6
Men voert drie experimenten uit, met niet telkens dezelfde kans pi op succes voor i = 1, 2, 3. De kans op succes is gemiddeld 0,2. Dus bijvoorbeeld is de kans op succes bij het eerste experiment 0,3, bij het tweede en derde 0,15. Het aantal successen zullen we X noemen.

[6]
a
Bewijs dat E(X) = 0,6.

[6]
b
Bepaal de kansgenererende functie van X (in totaal acht termen uitschrijven).

7
Men werpt 600 maal met een twee zuivere dobbelstenen. Het aantal zessen bij de eerste dobbelsteen wordt met X aangegeven, en het aantal zessen bij de tweede met Y. 

[6]
a
Bereken met de normale benadering de kans dat X ten minste 94 zal worden.

[6]
b
Benader de kans dat het verschil tussen X en Y in absolute waarde ten hoogste 5 zal worden. 

8 
In twee steekproeven van 6 pas afgestudeerde econometristen (X) resp. 8 pas afgestudeerde bedrijfskundigen (Y) vond men over de netto maandinkomens (in euro's):
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[9]
Onderzoek of dit betekent dat er verschil is tussen de populatiegemiddelden, waarbij u in ieder geval vermeldt: 

· nulhypothese, alternatieve hypothese;

· toetsingsgrootheid en kritiek gebied hiervoor bij α = 0,05;

· conclusie in woorden.

Zon+er verdere toelichting neemt u aan dat de populaties dezelfde variantie in maandinkomen hebben. 

Uitwerkingen
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dus  
a = 5

(Negatieve a’s zijn niet mogelijk, omdat dan de dichtheid negatief zou zijn.)

1b
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dus  
m(X) = 5(2

1c
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Gemaakte fouten: xx integraal laten 

Differentiëren geeft: 
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op het interval  [25 ; () (elders 0)

Gemaakte fouten: interval vergeten te vermelden.

1d
P(X ( 5(2) = ½
dus  
P(Y 2  ( 50) = ½
(bedenk dat X positief is)

Dus de mediaan van Y is gelijk aan 50. (Dus gelukkig geen nieuwe berekening nodig.)

2
Men berekent eenvoudig (het gemiddelde 252 en) de variantie van deze steekproef: 38/3

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor σ2 volgt uit de ongelijkheden:
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Hieruit volgt het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor σ2: (4,065 ; 175,93) en dus voor σ: (2,02 ; 13,2)

3
Voor de volledigheid kan men de tabel met kansen als volgt invullen, voor de gevraagde berekeningen zijn alleen de drie rechterkolommen nodig.

	
	Y
	
	
	
	
	
	
	
	
	E(Y | N)
	Var(Y | N)
	Margin.

	N
	0
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	
	
	kans

	0
	0,25
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	 0
	0
	0,25

	1
	-
	1/6
	1/6
	1/6
	-
	-
	-
	-
	-
	 6
	8/12
	0,50

	2
	-
	-
	-
	-
	1/36
	2/36
	3/36
	2/36
	1/36
	12
	2((8/12)
	0,25


Regel met N = 1:

De verwachting van het totale schadebedrag bij N = 1 is: E(Y | N = 1) = 6 (uit uniforme verdeling)

De variantie van het totale schadebedrag bij N = 1 is: Var( Y | N = 1) = 
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 (uit uniforme verdeling)

Regel met N = 2:

Verwachting en variantie van het totale schadebedrag bij N = 2 zijn beide het dubbele van die bij N = 1 (som van twee onafhankelijke grootheden). 

a
Uit de kolom E(Y | N ) tezamen met de marginale kansen volgt: E( E(Y | N ) ) = 6

b
Uit de kolom Var(Y | N ) tezamen met de marginale kansen volgt: E( Var(Y | N ) ) = 2/3


Uit de kolom E(Y | N ) tezamen met de marginale kansen volgt: Var( E(Y | N ) ) = 62 ( Var(N) = 18


Dus Var(Y) = Var(E(Y | N)) + E(Var(Y | N)) = 18 + 2/3 = 18,667

4
De moment-genererende functie van de som van twee onafhankelijke stochasten is het prodruct van de twee mgf’s (unifom op [2 , 3) en Poisson(()): 
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Gemaakte fouten: gebrek aan algebra (‘brugklas’-fouten) bij het ‘uit’werken van bovenstaande formule.

5a
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dus  
c = 1½

Gemaakte fouten: bovengrens voor y gelijk genomen aan 1, onafhankelijk van de waarde van x.

5b
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op  het interval [0 , 2]  (elders 0)
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op  het interval [0 , 1]  (elders 0)

Gemaakte fouten: interval niet vermeld; interval laten afhangen van y resp., x; 

5c
Voor 0 ( w ( 1:

P(W ( w) = 
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Voor 1 ( w ( 2:

P(W ( w) = 
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De dichtheid is dus:
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Gemaakte fouten: intervallen niet onderscheiden; integreer-volgorde verwisseld; rekenfouten; grenzen niet van w en/of x dan wel y laten afhangen; 

6a
Laat X = X1 + X2 + X3 , waarin Xi (telkens Bin(1 , pi)) het aantal successen bij het i-de experiment.

E(X ) = E(X1 + X2 + X3 ) =  E(X1 ) + E(X2 ) + E(X3 )  = p1 + p2 + p3 = 3
[image: image20.wmf]p

 = 0,6 

6b
(q1 + p1t) (q2 + p2t) (q3 + p3t) = 

= q1 q2 q3 + (p1 q2 q3 + q1 p2 q3 + q1 q2 p3 )t +  (q1 p2 p3 + p1 q2 p3 + p1 p2 q3)t2 + p1 p2 p3 t 3 

7a
X ~ Bin(600 ; 1/6);  E(X ) = 100;  Var(X) = 600(1/6)(5/6) = 500/6 = 881/3 = (9,1287)2  
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Gemaakte fouten: continuïteitscorrectie weggelaten; variantie verkeerd berekend; variantie op plaats van standaardafwijking gebruikt; 

7b
X, Y ~ Bin(600 ; 1/6), onafhankelijk ;  E(X ( Y ) = 100;  


Var(X ( Y) =  Var(X ) + Var(Y) = 2 ( 600(1/6)(5/6) = 1000/6 =  1662/3 = (12,91)2  
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Gemaakte fouten: continuïteitscorrectie weggelaten; variantie verkeerd berekend; varianties afgetrokken; absolute waarde niet goed geïnterpreteerd; 

8
De F-toets hoeft niet te worden toegepast, de tekst in de opgave suggereert direct met de twee-steekproe​ven-t-toets te beginnen. Hiervoor moet de gepoolde variantie worden berekend.

Aangezien er geen informatie gegeven is waaruit een vermoeden van een richting van een verschil zou blijken, wordt tweezijdig getoetst. Zoals bekend mag informatie uit de steekproef niet voor de keuze tussen één- en tweezijdig toetsen worden gebruikt. Dus met definities voor (x (het gemiddelde inkomen van de populatie van pas afgestudeerde bedrijfseconomen) en (y (het gemiddelde inkomen van de populatie van pas afgestudeerde econometristen) kan worden geformuleerd:

H0:  (x  ( (y  = 0

H1:  (x  ( (y  ( 0

Als toetsingsgrootheid gebruiken we 
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die onder de nulhypothese μx ( μy  = 0 een t (nx + ny  ( 2)-verdeling heeft (als tenminste σx = σy), waarbij de gepoolde variantie 
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als gewogen gemiddelde van de twee steekproefvarianties moet worden berekend. Vanwege het feit dat er tweezijdig wordt getoetst, moet als redchter kritieke waarde t12;0,025 = 2,179 worden genomen. Het kritieke gebied is dus:

((( ; (2,179] ( [2,179 ; ()

Eerste berekening is de gepoolde variantie:
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En dan 
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Deze uitkomst ligt in het linker deel van het kritieke gebied. De nulhypothese wordt verworpen. 

Het gemiddelde inkomen van pas afgestudeerde bedrijfskundigen ligt dus hoger dan dat van overeenkomstige econometristen. 

Gemaakte fouten: het woord ‘significant’ in de conclusie betrekking laten hebben op het verschil in populatiegemiddelden (goed is: ‘de steekproefgemiddelden verschillen significant,’ of: ‘uit dit onderzoek blijkt dat de populatiegemiddelde verschillen.’); verkeerde varianties, z-toets gebruikt; éénzijdig getoetst; 
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