Tentamen Kansrekening en Statistiek 2
28 mei 2003, 9.30-12.30 uur
Dit tentamen bestaat uit 9 vragen verdeeld over 1 bladzijde(n). Zie ook de bijgeleverde tabellen.

Motiveer uw antwoord. Indien u niets opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vierkante haakjes [·] achter het nummer van de opgave. Het totale aantal punten van dit tentamen is 85. Indien hiervan ten minste 43 punten worden behaald, worden de overige 15 punten bepaald door het gemiddelde cijfer van de drie huiswerkopdrachten. 

Hieronder: één tabelletje; los verstrekt: één vel met F-verdeling en overzicht verdelingen.

1 [8]
Een auto met een experimentele motor gebruikte in vier waarnemingen op een standaardtraject van 100 km de volgende hoeveelheden (liter) benzine:

7.1
7.7
7.3
7.9

Bepaal het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het verwachte benzineverbruik voor zo’n traject.

2 [14]
Gegeven is nevenstaande kansgenererende functie van een stochast X:  GX(t)  = t7 (0,6 + 0,4t)8
a
Geef de verzameling van mogelijke uitkomsten.

b
Bereken P(X = 8)

c
Bepaal de verwachting van X.

3 [6]
Een stochast met uitsluitend gehele uitkomsten heeft als kansen: P(X = k) = (½)k. voor k = 1, 2, 3, …

Bewijs dat:  E(1,2X) > 1,2E(X)
4 [10]
Laat de stochast X gedefinieerd zijn door zijn kansdichtheidsfunctie: f(x) = 2e(2x   voor x > 0.
Y is gedefinieerd als X 3. 

a
Bepaal de verdelingsfunctie en de dichtheid van Y.

b
Bereken E(Y) (kies de handigste manier).

5 [8]
Bewijs dat de momentgenererende functie van de Γ(α , β)-verdeling gelijk is aan 
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U mag gebruik maken van 
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6 [8]
Een bepaald type kabel wordt door twee productielijnen vervaardigd. Men vraagt zich af of de varia​tie in de sterkte van de kabels voor beide lijnen ongeveer gelijk is, en toetst - om dat te onder​zoeken - op gezette tijden de nulhypothese σ1 = σ2, waarbij σi de standaardafwijking van de sterkte in produc​tie​​lijn i voorstelt. Uit een steekproef uit elk van de lijnen komen de standaard​afwijkingen: 3,21 resp. 5,43. De steekproeven waren acht resp. tien waarnemingen groot.


Voer de toets uit met een onbetrouwbaarheidsdrempel van 0,05. Formuleer de conclusie.

7 [8]
Bewijs dat een correlatiecoëfficiënt in absolute waarde nooit groter is dan 1.

8 [14]
Laat X een discrete uniforme verdeling hebben op {1, 2, 3, ... N}. Op basis van een uitkomst x van X worden daarna x onafhankelijke experimenten gedaan met een kans p (= 1 ( q) op succes. Het daarbij optredende aantal successen geven we aan met Y.

a
Bereken E(Y).

b
Bereken de variantie van Y met de stelling: Var(Y) = Var(E(Y | X)) + E(Var(Y | X))

c
Bepaal de kans P(Y = 1).

9 [9]
Laten X en Y een simultane verdeling hebben op het gebied 0 < x < 2  en  0 < y < 1 ( 0,5x.


Op dit gebied is de dichtheid overal gelijk aan 1; elders is de dichtheid 0.


Bepaal de verdelingsfunctie en de dichtheid van de stochast W = X / Y.

Kritieke waarden standaardnormale verdeling en t-verdeling 

	
	
	Rechteroverschrijdingskans
	
	
	
	

	
	0.1
	0.05
	0.025
	0.01
	0.005
	0.0025
	0.001

	Standaardnormale
	
	
	
	
	
	
	

	verdeling:
	1.282
	1.645
	1.960
	2.326
	2.576
	2.807
	3.090

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	t-verdeling
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	
	3.078
	6.314
	12.71
	31.82
	63.7
	127.3
	318.3

	2
	
	1.886
	2.920
	4.303
	6.965
	9.925
	14.09
	22.33

	3
	
	1.638
	2.353
	3.182
	4.541
	5.841
	7.453
	10.21

	4
	
	1.533
	2.132
	2.776
	3.747
	4.604
	5.598
	7.173

	5
	
	1.476
	2.015
	2.571
	3.365
	4.032
	4.773
	5.894

	6
	
	1.440
	1.943
	2.447
	3.143
	3.707
	4.317
	5.208


Kansrekening en Statistiek 2, 28 mei 2003, beknopte uitwerkingen

1  [8]
Het steekproefgemiddelde is 7,5. De steekproefstandaardafwijking is 0,40 / 3 = 0,13333.

We hebben verder de t-waarde nodig bij een rechteroverschrijdingskans van 0,025 en 3 vrijheidsgraden:

t3 ; 0.025 = 3,182

Uit 7,5 ( 3,182 ( ((1,3333 / 4) = 7,5 ( 0,58 volgt het interval (6,92 ; 8,08).

2  [5]
In deze uitdrukking komen de (uitsluitend) machten van t7, ...,  t15 voor met positieve coëfficiënten. De verzameling van mogelijke uitkomsten is dus: {7, 8, 9, ..., 14, 15}.

[4]
De coëfficiënt van t8 in  t7 (0.6 + 0.4 t )8 is gelijk aan de coëfficiënt van t in  (0.6 +  0.4 t )8 .

Deze is gelijk aan 
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Eveneens is uit de kansgenererende functie af te leiden, dat het hier om een verschoven binomiale verdeling gaat. De factor   t7  bepaalt de verschuiving over een afstand 7. De factor  (0,6 +  0,4 t )8 hoort bij de binomiale verdeling met n = 8 en p = 0,4. De kans op uitkomst 1 in deze binomiale verdeling is dus ook de gevraagde kans.

[5]
De verwachting vinden we door de kansgenererende functie te differentiëren:

G’(t) = 7t6  (0,6 +  0,4 t )8 +  t7 ( 8 (0,6 +  0,4 t )7 (0,4)

Als we - alvorens deze te vereenvoudigen - invullen t = 1, zien we de verschuiving 7 en de verwachting van de binomiale verdeling apart staan:  7 + 8 (0,4) = 3,2Eveneens is uit de kansgenererende functie af te leiden, dat het hier om een verschoven binomiale verdeling gaat. De factor   t7  bepaalt de verschuiving over een afstand 7. De factor  (0,6 +  0,4 t )8 hoort bij de binomiale verdeling met n = 8 en p = 0,4. De kans op uitkomst 1 in deze binomiale verdeling is dus ook de gevraagde kans.

3 [10]
Enerzijds: 
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Anderzijds: 1,2E(X) = 1,22 = 1,44 (volgt uit de geometrische verdeling [aantal exeperimenten t/m het eerste succes, let op het verschil met de definitie uit de formulelijst: aantal mislukkingen voorafgaand aan het eerste succes, een verschil van 1 (zijnde het eerste succes)] ). 

4  [6]
P(Y ( y) = P(X ( y1/3) =
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(dit is de verdelingsfunctie)

De dichtheid vindt men door differentiëren: 
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[4]
E(Y ) = E(X 3) = 
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5  [8]
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6  [8]
Als toetsingsgrootheid wordt hier het quotiënt van de twee steekproefvarianties gebruikt. Dit heeft een F-verdeling met 7 vrijheidsgraden voor de teller (eerst genoemde steekproef) en 9 voor de noemer. 

Omdat er geen vermoeden is welke productielijn een grotere variantie zou moeten / kunnen hebben, wordt er tweezijdig getoetst. 

De rechter kritieke waarde is F7 , 9 ; 0.025(rechts) = 4.20. 

De linker kritieke waarde moet worden berekend met F7 , 9 ; 0.025(links) = 1 / F9 , 7 ; 0.025(rechts) = 1 / 4.82 = 0.21

De uitkomst van de toetsingsgrootheid is 3,212 / 5,432 = 0,59122 = 0.35.

Deze uitkomst ligt niet in het kritieke gebied, dus de nulhypothese van gelijke varianties wordt niet verworpen.

Voor een eventueel verschil tussen de varianties van beide productielijnen is dus onvoldoende bewijs. 

7  [8]
Beschouw de variantie Var(X + (Y) = Var(X ) + (2Var(Y) + 2(Cov(X , Y) als kwadratische functie van (. Omdat ook deze variantie voor alle waarden van ( positief is, is de discriminant van deze kwadratische uitdrukking in ( negatief (het geval = 0 bespreken we hieronder), d.w.z. (2 Cov(X , Y))2 ( 4 Var(Y) Var(X) < 0. Hieruit volgt direct: (((X , Y))2  = Cov(X , Y)2 / Var(X ) / Var(Y) < 1; dus |((X , Y)| < 1.

In het speciale geval dat de variantie van X + (Y gelijk is aan 0, wat dan en slechts dan optreedt als X een lineaire combinatie is van Y, namelijk als X + (Y  = c, is de discriminant gelijk aan 0, wat er op neer komt, dat  |((X , Y)| = 1.

8  [4]
Onder de voorwaarde X = x heeft Y een binomiale verdeling met n = x en succeskans p. 

Dus: E(Y | X = x) = xp. Dus: E( E(Y | X )) = E( Xp ) = p EX) = p (N + 1) / 2

[5]
Onder de voorwaarde X = x is de variantie van Y gelijk aan xp(1 ( p). Als we dit, benevens de voorwaardelijke verwachting (zie a) invullen in de gegeven uitdrukking, krijgen we:

Var(Y) = Var(E(Y | X)) + E(Var(Y | X)) =  Var( Xp ) + E( Xp(1 ( p)) = 
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[5]
Dergelijke kansen worden het makkelijkst afgelezen uit het schema van simultane kansen..

	Y =
	X =

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	…

	0
	q / N
	q2 / N
	q3 / N
	q4 / N
	q5 / N
	q6 / N
	

	1
	p / N
	2pq / N
	3pq2 / N
	4pq3 / N
	5pq4 / N
	6pq5 / N
	

	2
	0
	p2 / N
	3p2q / N
	6p2q2 / N
	10p2q3 / N
	15p2q4 / N
	

	3
	0
	0
	p3 / N
	4p3q / N
	10p3q / N
	20p3q3 / N
	

	4
	0
	0
	0
	p4 / N
	…
	…
	

	…
	
	
	
	
	
	
	

	Marginaal
	1/N
	1/N
	1/N
	1/N
	1/N
	1/N
	…


Dus P(Y = 1) =  
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9  [9]
W ( w  (   Y ( X / w

Het gebied van mogelijke uitkomsten is begrensd door Y ( 1 ( X / 2

We moeten daarom eerst de x-coördinaat van het snijpunt bepalen van y = 1 ( 0,5x en y = (1/w)x.  

Deze blijkt te zijn: x = 2w / (w + 2). 

Bij de herhaalde integraal loopt x van 0 tot deze waarde, y loopt tussen de twee genoemde lijnen. Dus:

FW(w) = P(W ( w) = P(X / Y ( w) = 
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De dichtheid vinden we door deze verdelingsfunctie te differentiëren:

f(w) = 
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(voor w in (0 , ())
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