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Dit tentamen bestaat uit zeven opgaven. Motiveer uw antwoord. Toegestaan: niet-grafische rekenmachine.
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1
Gegeven is de volgende simultane kansdichtheid van de stochasten X en Y.
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a [4]
Bepaal de marginale kansdichtheden van X en van Y.

b [4] 
Bepaal de voorwaardelijke kansdichtheid van Y gegeven X = x. Welke verdeling herkent u hierin? Welke parameter(s) heeft deze verdeling?
c [4]
Bepaal eerst E(Y | X = x ), en vervolgens E(Y ).
d [8] 
Bepaal P( X + Y  ≤ 2 ).
2 
Drie zuivere munten worden elk één keer geworpen. Laat de stochast X staan voor het aantal keer kop op de eerste twee munten, en de stochast Y voor het aantal keer kop op de laatste twee munten.

a [4]   
Maak een tabel met de simultane kansen voor X en Y.

b [4]  
Bepaal 
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c [4] 
Bepaal de covariantie en de correlatiecoëfficiënt tussen  X en Y.

3 [8]
Zij X een stochast met kansdichtheidsfunctie 
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 voor x tussen 0 en 3 (en 0 elders). Stel we hebben een random-number generator tot beschikking die willekeurige getallen oplevert op het interval [0, 1]. Bepaal eerst de verdelingsfunctie van X en beschrijf hoe we die random-number generator kunnen gebruiken zodat we gesimuleerde getallen voor de stochast X verkrijgen.

4 
Het gewicht van Sunstar appels is normaal verdeeld met een gemiddelde van 150 gram en een standaardafwijking van 20 gram. In een proefkwekerij heeft men een nieuwe kweekmethode ontwikkeld (bemesting, genetische manipulatie e.d.) waarvan het doel is grotere appels te kweken, dus ook met een hoger gemiddeld gewicht. In een aselecte steekproef van 25 appels die volgens de nieuwe methode zijn gekweekt, vindt men een gemiddelde van 155 gram, en een standaardafwijking van 15 gram.

a [8] 
Onderzoek met een toets met een significantieniveau van α = 0.05 of de nieuwe kweekmethode het gemiddelde gewicht inderdaad heeft verhoogd.

b [8]
Stel op grond van de steekproefgegevens een 95%-betrouwbaarheidsinterval op voor de standaardafwijking van het gewicht van de appels die volgens de nieuwe methode zijn gekweekt. Gebruik dit betrouwbaarheidsinterval om te concluderen of (bij een onbetrouwbaarheid van 5%) de standaardafwijking in het gewicht van de appels al dan niet gewijzigd is.

c [3] 
Neem nu aan dat de standaardafwijking in het gewicht van de appels nog steeds 20 gram bedraagt. Bepaal nu het kritieke gebied voor het steekproefgemiddelde dat behoort bij een toets zoals in onderdeel a omschreven (gebaseerd op een steekproef met 25 waarnemingen).

d [6] 
Bepaal vervolgens het onderscheidingsvermogen van de toets uit onderdeel c, indien het daadwerkelijke gemiddelde gewicht van de appels onder de nieuwe kweekmethode gelijk is aan 160 gram.

5 [8] 
Een stochast X heeft als moment-genererende functie 
[image: image9.wmf]()

X

Mt

. Een stochast Y  heeft als moment-genererende functie 
[image: image10.wmf]53

()(())

t

YX

MteMt

×

=

. Toon aan dat 
[image: image11.wmf](

)

(

)

E53E

YX

=+×

.

6
In een wetenschappelijke publicatie is een nulhypothese 
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 getoetst tegen het alternatief 
[image: image13.wmf]H:10

a

m¹

, waarbij µ het gemiddelde is van een normaal verdeelde populatie met standaard-afwijking 5. De publicatie vermeldt een steekproefgemiddelde van 11 en een p-waarde van 0.0478.
a [8] 
Helaas staat er niet meer bij welke hoe groot de steekproefomvang was. Bepaal deze aan de hand van bovenstaande gegevens.
b [3] 
Voor welke waarden van de onbetrouwbaarheidsdrempel zal de nulhypothese verworpen worden?
7  
De steekproef 
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 is getrokken uit een normale verdeling met verwachting 
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 uit een normale verdeling met verwachting 
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 en dezelfde variantie 
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. De twee verdelingen waaruit is getrokken zijn onafhankelijk van elkaar. Het doel van deze opgave is om stapsgewijs te bewijzen dat 
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 een Student t verdeling heeft met n+m-2 vrijheidsgraden, en waarbij 
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 de gebruikelijke betekenis hebben. Elke stap hieronder borduurt voort op de voorafgaande stappen, en kan ook afzonderlijk gemaakt worden. Maak gebruik van de zes stellingen die aan het einde van de opgave zijn gegeven. Voor de duidelijkheid: deze stellingen hoeven hier niet bewezen te worden, maar geef in de bewijzen van de onderstaande stappen wel nauwkeurig aan welke stellingen worden gebruikt en hoe ze toegepast moeten worden.
a [4]
Bewijs dat 
[image: image23.wmf](

)

2

~N,

X

X

n

s

m


b [4]
Bewijs dat 
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   (bepaal eerst verdeling van 
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c [4]
Bewijs dat 
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d [4]
Bewijs dat 
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Stelling 1: Als 
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Stelling 2: Als 
[image: image32.wmf](

)

2

~N,

WW

W

ms

, dan is 
[image: image33.wmf]2

2

~N,

WW

a

Wa

bb

b

æö

m-s

-

ç÷

ç÷

èø

   (voor willekeurige a en 
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Stelling 3: Voor een steekproef ter grootte n uit een normale verdeling met variantie 
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Stelling 4: Als 
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Stelling 5: Als 
[image: image40.wmf]~N(0,1)

Z

 en 
[image: image41.wmf]2

~

k

W

c

 en onafh., dan is 
[image: image42.wmf]~

k

Z

t

Wk


Stelling 6: 
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 zijn onafhankelijke stochasten.

Uitwerkingen
1 a 
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Bij de bepaling van de marginale kdh van Y gingen zeer veel mensen de mist in. Bekijk het plaatje bij onderdeel d. Dan is te zien dat Y  waarden kan aannemen van -1 tot 1, en dat er onderscheid gemaakt dient te worden tussen positieve en negatieve waarden van Y:
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Dus gegeven dat X = x  heeft Y  een uniforme verdeling op interval van [-½x, ½ x].
Sommigen vonden dat hier eigenlijk een formuleblad verstrekt had moeten worden; echter de uniforme verdeling is zo verschrikkelijk simpel, dat een formuleblad hier niet nodig had moeten zijn. Overigens waren velen hier in de war: het gaat hier om een (conditionele) kdh van y , en de variabele x die aan de rechterkant staat vervult hier slechts de rol van een parameter!
c
E(Y | X = x ) 
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E(Y ) = E( E(Y | X ) ) = E( 0 ) = 0    (beide resultaten kunnen ook d.m.v. logisch nadenken worden gevonden).

d
Teken een grafiekje met daarin de drager aangegeven en de conditie X + Y  ≤ 2. 
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Er dient geïntegreerd te worden over het licht-grijze gebied. Hier moet eerst een snijpunt bepaald worden van de lijnen y = 2​-x en y = ½ x..  Dat snijpunt is (4/3, 2/3). Vervolgens is de gevraagde kans het eenvoudigst te bepalen door P( X + Y  ≤ 2 ) = 1 - P( X + Y  > 2 ) =
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2 a 
Om de simultane kansen te vinden kunnen we naar de 8 verschillende uitkomsten kijken van het experiment met drie munten, of we kunnen conditioneren naar de uitkomst van de tweede munt. De volgende tabel is het resultaat:

	
	X = 0
	X = 1
	X = 2

	Y = 0
	1/8
	1/8
	0

	Y = 1
	1/8
	2/8
	1/8

	Y = 2
	0
	1/8
	1/8
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Bepaal inverse van de verdelingsfunctie door x op te lossen uit:
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. Trek random getallen u uit een uniforme verdeling op [0, 1], en bereken dan 
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u

. Die getallen representeren dan een trekking uit de verdeling van X.
4 a 
Definieer: μ = gemiddelde gewicht (in g) van appels van de nieuwe teelt

H0: μ = 150 (hopen we te kunnen weerleggen ten gunste van:

H1: μ > 150 (er wordt éénzijdig getoetst omdat we alleen in een verhoging van het verwachte gewicht zijn geïnteresseerd)

De standaardafwijking van de populatie appels die volgens de nieuwe methode wordt gekweekt is niet bekend, dus gebruik de t-toets, die onder de nulhypothese de volgende verdeling heeft:
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Het kritieke gebied hiervoor is: [1.711 ; ∞) 

De realisatie of uitkomst van T is: 
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Deze ligt niet in het kritieke gebied, dus H0 wordt niet verworpen. (beslissing)

De conclusie uit dit met een onbetrouwbaarheidsdrempel van 0.05 uitgevoerde onderzoek luidt, dat er onvoldoende bewijs is dat het verwachte gewicht van de appels bij de nieuwe kweekmethode hoger is dan bij de oude.
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De oorspronkelijke standaardafwijking was 20 gram. Die 20 gram valt binnen het 95%-BI, dus is er geen reden om te concluderen dat de standaardafwijking gewijzigd is.

c 
Kritieke gebied voor Z : [1.645, ∞ ). Omdat 
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 volgt dus het kritieke gebied voor steekproefgemiddelde: 
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5 
Makkelijkste wijze verloopt via het nemen van de afgeleide van de mgf. We weten dat 
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We weten ook dat: 
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Nu volgt: 
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Kan ook via het toepassen van de stellingen 12.2.4 en 12.2.5 uit de syllabus

6 a
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Omdat gegeven is dat de p-waarde = 0.0478, volgt dat 
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b 
Voor α ≥ 0.0478

7 a 
Gegeven is dat 
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Uit deel a. volgt door analogie ook dat 
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Tenslotte volgt dan het resultaat eenvoudig mbv Stelling 2 (neem 
[image: image78.wmf]Y

11

 en 

X

ab

nm

=m-m=s+

)

c 
Uitschrijven:
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Stelling 3: 
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Stelling 6: 
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