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· Dit tentamen bestaat uit zes opgaven.

· Motiveer uw antwoord. Indien u niets of alleen het antwoord opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes links in de kantlijn naast de opgave. 

· Toegestaan: eenvoudige (niet-grafische) rekenmachine, schrijfgerei;

· Niet toegestaan: vlakje, schrijfgerei, rekenmachine, wat dan ook doorgeven;
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Men wil 
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 toetsen voor de waarde van het gemiddelde van een normaal verdeelde populatie met onbekende populatie variantie. Indien de nul hypothese waar is, dan is het (1–) voorspellingsgebied voor de toetsingsgrootheid
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Laat zien dat alle waarden 
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 waarvoor 
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 niet wordt verworpen een (1–) betrouwbaarheidsinterval voor 
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 oplevert. Toon duidelijk alle stappen die u hierbij nodig heeft.

2
We willen de verwachte opbrengst (in procenten) bepalen van een experimentele reactor. Het is voor verdere experimenten van belang dat deze verwachte opbrengst met een marge van ten hoogste 1,2% bepaald wordt (d.w.z. ±1,2%). Neem aan dat de opbrengstmetingen normaal verdeeld zijn en dat uit eerdere metingen bekend is dat 2 = 8,6.

a [5]
Hoeveel (onafhankelijke) opbrengstmetingen moeten we minimaal uitvoeren om met 95% zekerheid te kunnen zeggen dat de opbrengst binnen de gegeven marge ligt?

Metingen leveren de volgende opbrengsten op:

85,7
89,6
86,6
93,2

b [8]
Toets met  = 0,05 of deze opbrengstmetingen in overeenstemming zijn met de uit eerdere metingen bepaalde waarde van 2. Geef (i) toetsingsgrootheid met verdeling, (ii) kritiek gebied, (iii) waargenomen waarde, (iv) beslissing (wel/niet H0 verwerpen) en (v) conclusie (in woorden, dus niet H0 wel/niet verwerpen).
3
Gegeven is dat de moment-genererende functie van een standaard normaal verdeeld stochast gelijk is aan 
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a [10]
Bewijs dat 
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 [Hint: schrijf X als functie van Z.]
b [10]
Bewijs met de moment-genererende functie dat de som van 2 onafhankelijke normaal verdeelde stochasten weer normaal verdeeld is en geef de verwachting en variantie van die verdeling aan. Bijv. 
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4
Een weerbestendige laklaag wordt in een oven via verhitting aangebracht op metalen platen. Als de oven optimaal werkt, is uit jarenlange ervaring bekend dat 10% van de platen die uit de oven komt een laklaag heeft met zodanige gebreken dat die plaat niet aan klanten geleverd kan worden. Alle platen worden geïnspecteerd nadat ze uit de oven komen.

a [8]
Op een dag keuren de kwaliteitsinspecteurs 31 van de 200 platen af. Toets of de oven optimaal functioneert. Neem  = 0,05. Geef (i) hypothesen (ii) toetsingsgrootheid met verdeling, (iii) kritiek gebied, (iv) waargenomen waarde, (v) beslissing (wel/niet H0 verwerpen) en (vi) conclusie (in woorden, dus niet H0 wel/niet verwerpen). Gebruik de normaal benadering (zonder continuïteitscorrectie).

b [5]
Bereken een tweezijdig 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het percentage afgekeurde platen gebaseerd op de normaal benadering (zonder continuïteitscorrectie).

Op een dag wordt besloten de kwaliteit van de geproduceerde laklagen steeksproefgewijs te controleren i.p.v. inspectie van alle platen. Er wordt een steekproef van 10 platen genomen uit de productie van een hele dag. Als deze steekproef 0 of 1 platen bevat die afgekeurd worden, dan wordt geconcludeerd dat de oven optimaal werkt. Als er 2 of meer platen afgekeurd worden, dan besluit men dat de oven bijgesteld moet worden.

c [5]
Wat is de kans (op basis van de Binomiale verdeling) dat er ten onrechte geconcludeerd wordt dat de oven bijgesteld moet worden? 

d [5]
Wat is de kans (op basis van de Binomiale verdeling) dat men concludeert dat de oven optimaal functioneert, terwijl het echte percentage platen met een laklaag die afgekeurd moet worden 20% is?

5 [12]
Laat X en Y twee onafhankelijke stochasten zijn, beide met een Uniform[0,1]‑verdeling. 

Bepaal de dichtheid van W = Y ∙ X  met behulp van een dubbele integraal.

6 Een kansvariabele X heeft een Uniform[0,1]-verdeling. Gegeven een uitkomst x van X heeft Y een Uniform[x,x+1]-verdeling.

a [4]
Teken de drager van de bivariate verdeling van (X,Y).

b [3]
Bepaal de simultane dichtheid van X en Y.

c [5]
Bepaal de marginale dichtheid van Y.

d [3]
Zijn X en Y onafhankelijk?

e [3]
Geef een uitdrukking voor 
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 op basis van de algemene formule van de uniforme verdeling. 

f [4]
Bepaal 
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. Indien je de algemene formules voor de verwachting m.b.t. X gebruikt hoef je niet te integreren.
Uitwerking Kres 2 – 28 januari 2009

1
Het (1–) voorspellingsgebied voor de toetsingsgrootheid bevat alle waardes die niet leiden tot het verwerpen van H0. Oplossen naar 
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 geeft:
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Het (1–) betrouwbaarheidsinterval voor 
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 is dus
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2a
Het 95% betrouwbaarheidsinterval voor  is 
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 dus de halve breedte (de marge) is 
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 Hieruit volgt dat
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b
Hypothesen: 
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Toetsingsgrootheid: 
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Kritiek gebied: 
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Waargenomen toetsingsgrootheid: 
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Beslissing: toetsingsgrootheid ligt niet in kritiek gebied, dus verwerp H0 niet

Conclusie: bij  = 0,05 is er onvoldoende bewijs om te concluderen dat de variantie ongelijk is aan 8,6.
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Indien 
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dan kunnen we X schrijven als 
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3b
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Dit is de mgf van een normaal verdeelde stochast met verwachting 
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 and variantie 
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Hypothesen: 
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Toetsingsgrootheid: 
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Kritiek gebied: 
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Waargenomen toetsingsgrootheid: 
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Beslissing: toetsingsgrootheid ligt in kritiek gebied, dus verwerp H0
Conclusie: bij  = 0,05 is er voldoende bewijs om te concluderen dat meer dan 10% van de bakplaten niet goed is.
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Verder geldt: 
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Door differentiëren volgt de dichtheid:
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X en Y zijn niet onafhankelijk, want 
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Hieruit volgt dat 
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