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Dit tentamen bestaat uit 7 vragen verdeeld over 2 bladzijden. Motiveer uw antwoord. Het totale aantal punten is 100. Indien tentamencijfer minstens 4.5 bedraagt, dan worden de cijfers voor de voortgangstoetsen en voor het computer-practicum voor resp. 20% en 10% meegewogen in het eindcijfer. Extra verstrekt: 3 vellen met tabellen en verdelingen. Gebruik van statistische en andere geavanceerde functies van rekenmachines is NIET toegestaan. 
1 [10] 
X is een continue Gamma verdeelde stochast met parameters r en 
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a. 
Toon mbv de cdf methode aan dat 
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een chi-kwadraat verdeling heeft met 2r  vrijheidsgraden.

b. 
Toon mbv momentengenererende functies aan dat 
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een chi-kwadraat verdeling heeft met 2r  vrijheidsgraden.

c. 
Bepaal mbv de momentengenererende functie de verwachting en de variantie van Y.

2 [15]
Gegeven is de volgende simultane kansdichtheid van de stochasten X en Y.
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a. 
Toon aan dat X een exponentiële verdeling heeft en licht uw stappen toe.

b. 
Bepaal de voorwaardelijke kansdichtheid van Y gegeven dat X = x. Wat voor een soort verdeling betreft het hier?

c. 
Er bestaat geen eenvoudige uitdrukking voor de marginale kansdichtheid van Y. Gebruik 
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 om toch de verwachting van Y te bepalen.

3 [20] 
Een fabrikant betrekt een bepaald onderdeel van twee verschillende leveranciers . Op een gegeven moment vermoed de fabrikant dat de levertijden van leverancier “In Time” gemiddeld genomen langer zijn dan die van leverancier “Just”. De laatste 17 bestellingen worden geanalyseerd, waarvan er 10 zijn van leverancier “Just” en 7 van leverancier “In Time”. Hieronder volgen de levertijden in dagen:
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a. 
Bepaal een 95% betrouwbaarheidsinterval voor het quotiënt van de standaardafwijkingen, dus voor de standaardafwijking van de levertijd van “Just” gedeeld door de standaardafwijking van “In Time”.

b. 
Kan op basis van het bovenstaand betrouwbaarheidsinterval besloten worden of gelijkheid van varianties in de levertijden van de twee leveranciers een redelijke veronderstelling is? Leg uit.

c. 
Neem nu aan dat het inderdaad redelijk is om gelijkheid van varianties te veronderstellen. Kunt u nu, als statisticus, het vermoeden van de fabrikant bevestigen? Gebruik hierbij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 10%, en zorg dat alle stappen die u doet duidelijk te onderscheiden zijn.

4 [15]
De exponentiële springer en de uniforme springer zijn twee recentelijk ontdekte insectensoorten. Zij X de afstand (in decimeters) die de exponentiële springer aflegt in één sprong, en Y de afstand (ook in decimeters) die de uniforme springer aflegt. Uiteraard zijn X en Y onafhankelijk, en X blijkt exponentiëel verdeeld met verwachting 3 decimeter, terwijl Y uniform verdeeld is over het interval van 1 tot 3 decimeter.

a. 
Bepaal de simultane kansdichtheid van X en Y.

b. Bepaal de kans dat de exponentiële springer minstens tweemaal zo ver springt als de uniforme springer bij hun volgende sprong.

5 [15] 
Er worden drie onafhankelijke trekkingen verricht uit een discrete uniforme verdeling op de gehele getallen 1, 2, 3. Zij X de hoogste van de drie waarnemingen, en Y de middelste (Dus zowel X als Y kunnen de waarden 1, 2, of 3 aannemen).

a. 
Geef een tabel met daarin de simultane kansen van X en Y.

b. 
Bepaal de marginale kansdichtheid van X, en de verwachting van X.
c. 
Bepaal de covariantie van X en Y.
6 [10]
Er wordt een steekproef genomen uit een populatie met een onbekende verwachting
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 en onbekende variantie 
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. Hoe groot dient een steekproef te zijn zodanig dat de kans dat het steekproefgemiddelde meer dan 
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 afwijkt van de verwachting hoogstens gelijk is aan 1%? (Hint: het is niet de bedoeling dit met de ongelijkheid van Chebyshev aan te pakken).

7 [15] 
De steekproef 
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 is getrokken uit een normale verdeling met verwachting 
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 uit een normale verdeling met verwachting 
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 en dezelfde variantie 
[image: image15.wmf]2

s

. De twee verdelingen waaruit is getrokken zijn onafhankelijk van elkaar. Het doel van deze opgave is om stapsgewijs te bewijzen dat 
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 een Student t verdeling heeft met n+m-2 vrijheidsgraden, en waarbij 
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 de gebruikelijke betekenis hebben. Elke stap hieronder borduurt voort op de voorafgaande stappen, en kan ook afzonderlijk gemaakt worden. Maak gebruik van de zes stellingen die aan het einde van de opgave zijn gegeven. Voor de duidelijkheid: deze stellingen hoeven hier niet bewezen te worden, maar geef in de bewijzen van de onderstaande stappen wel nauwkeurig aan welke stellingen worden gebruikt.

a. 
Bewijs dat 
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b. 
Bewijs dat 
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   (bepaal eerst verdeling van 
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c.
Bewijs dat 
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d. 
Bewijs dat 
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Stelling 1: Als 
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Stelling 2: Als 
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   (voor willekeurige a en 
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Stelling 3: Voor een steekproef ter grootte n uit een normale verdeling met variantie 
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Stelling 4: Als 
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Stelling 5: Als 
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Stelling 6: 
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 zijn onafhankelijke stochasten.

1    a. 
Gegeven is dat (zie formuleblad) 
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Stel n gelijk aan 2r (dus r = n/2), en dan is bovenstaande kansdichtheid mbv het formuleblad te herkennen als de kdh van een chi-kwadraat verdeelde stochast met 2r vrijheidsgraden.

b. 
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en deze mgf is, wederom mbv het formuleblad, te herkennen als de mgf van een chi-kwadraat verdeelde stochast met 2r vrijheidsgraden.

c. 
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2    a.
Gegeven is de volgende simultane kansdichtheid van de stochasten X en Y.
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 (omdat de integraal de oppervlakte aangeeft van een normaal verdeelde stochast met verwachting x en variantie 1). Dus X heeft een exponentiele verdeling met parameter 1.

b. 

[image: image47.wmf]2

1

2

2

1

2

()

()

,

|

1

(,)

1

2

(|)   voor 

()

2

yxx

yx

XY

YX

x

X

e

fxy

fyxey

fx

e

p

p

---

--

-

===-¥<<¥

.

Dus de conditionele verdeling van Y gegeven dat X = x is een normale verdeling met verwachting x en variantie 1.

c. 
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 (volgt direct uit deel b) 
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, waarbij de laatste gelijkheid volgt uit de verdeling van X .

3     a. 
Zij X de levertijden van “Just”, en Y die van “In Time”. Dan volgt eenvoudig dat 
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Omdat 
[image: image54.wmf]22

22

XX

YY

S

S

s

s

 een F verdeling heeft met 9 en 6 vrijheidsgraden, volgt dat: (Let goed op, in de meegeleverde tabel staan de rechteroverschrijdingskansen)
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Invullen van de berekende steekproefstandaarddeviaties levert dan op het 95% BI op: (0.62, 3.05). 

b. 
Gelijkheid van varianties impliceert gelijkheid van standaarddeviaties. De veronderstelling van gelijkheid zou tot de volgende nulhypothese leiden: 
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. Omdat de waarde ‘1’ binnen het BI uit deel a. ligt, kan geconcludeerd worden dat de nulhypothese niet verworpen kan worden. Er is dus geen bewijs dat de varianties niet aan elkaar gelijk zijn. Dus zou men kunnen zeggen dat gelijkheid een redelijke veronderstelling is.

c. 
Blijkbaar moet hier ook een toets worden uitgevoerd, met als alternatieve hypothese het vermoeden van de fabrikant: 
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Toetsingsgrootheid onder de nulhypothese: 
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Gezien de vorm van de hypothesen, is het duidelijk dat de nulhypothese verworpen dient te worden wanneer relatief kleine waarden voor de toetsingsgrootheid worden waargenomen. Dus: verwerp 
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De waargenomen waarde van 
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. Deze valt dus in het kritieke gebied, en er is het vermoeden van de fabrikant kan worden bevestigd (bij 
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4    a.
Uit onafhankelijkheid blijkt onmiddelijk dat 
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b.
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5    a.
Drie trekkingen, waarbij elke trekking drie uitkomsten kan hebben, resulteert in 3*3*3=27 mogelijke uitkomsten. Bijv: 
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 Deze kansen kunnen worden bepaald door te tellen: er zijn 6 mogelijke volgorden voor
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c. 
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7  a.
Gegeven is dat 
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    b. 
Uit deel a. volgt door analogie ook dat 
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Tenslotte volgt dan het resultaat eenvoudig mbv Stelling 2 (neem 
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   c. 
Uitschrijven:
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Stelling 3: 
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   d. 
Stelling 6: 
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