
Tentamen Kansrekening en Statistiek 2


   
    17 juni 2005, 9.30-12.30 uur

Dit tentamen bestaat uit 7 vragen verdeeld over 2 bladzijden. Motiveer uw antwoord. Het totale aantal punten is 100. Indien tentamencijfer minstens 4,5 bedraagt, dan worden de cijfers voor de voortgangstoetsen en voor het computer-practicum (mits beter dan het tentamencijfer) voor resp. 20% en 10% meegewogen in het eindcijfer. Los verstrekt: 2 vellen met tabellen en verdelingen. Het gebruik van grafische rekenmachines is NIET toegestaan.

1 [12]
a)
Geef (in formulevorm) de definitie van de kansengenererende functie
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van een stochast X.  Laat zien hoe uit deze definitie volgt dat de verwachting van X bepaald kan worden als alleen 
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 gegeven is.


b) 
Zij 
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2 [24] 
In een land waar veel zoetigheid wordt gegeten, zijn onderzoekers geïnteresseerd in de gemiddelde leeftijd waarop kinderen hun eerste gaatje in hun gebit krijgen. De onderzoekers vrezen dat dit wel eens op een lagere leeftijd kan zijn dan de vijf jaar die in omringende landen gebruikelijk schijnt te zijn. Ze formuleren daarom de volgende hypothesen:
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De onderzoekers nemen een aselecte steekproef van grootte 5, en noteren de volgende leeftijden: 2, 4, 1, 6, en 2. Er mag aangenomen worden dat de leeftijd waarop het eerste gaatje komt een normale verdeling heeft binnen de populatie van het land.

a) 
Toets bovenstaande hypothese met een onbetrouwbaarheidsdrempel van 1%. Formuleer de conclusie. 

b) 
Bepaal een 95% betrouwbaarheidsinterval voor de variantie van de verdeling van de leeftijden.

c) 
Leg uit waarom de bovenstaande aanname (nl. dat de leeftijd waarop het eerste gaatje komt een normale verdeling heeft) belangrijk is voor het beantwoorden van zowel deel a) als van deel b).

3 [18] 
De continue stochasten X en Y hebben de volgende simultane kansdichtheid:
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a) 
Toon aan dat 
[image: image7.wmf],
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 inderdaad een kansdichtheid is.

b) 
Bepaal de marginale kansdichtheid van X.
c) 
Bepaal 
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via de voorwaardelijke kansdichtheid van Y gegeven X = x.
d) 
Bepaal 
[image: image9.wmf](3)
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4 [12] 
 De stochast X is gedefinieerd door de kansdichtheidsfunctie: 
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a) 
Bepaal de kansdichtheid van 
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b) 
Bepaal 
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5 [16] 
a) 
Zij X en Y twee stochasten waarvoor geldt dat: E(X) = -2, var(X) = 25, E(Y) = 4, 



var(Y) = 16 en 
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b) 
Zij 
[image: image15.wmf]123
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 drie ongecorreleerde stochasten, elk met dezelfde variantie 
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. Bepaal de correlatiecoëfficiënt tussen 
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c) 
Drie zuivere munten worden één keer geworpen. Laat de stochast X staan voor het aantal malen kop op de eerste twee munten, en de stochast Y voor het aantal malen kop op de laatste twee munten.

i-    Maak een tabel met de simultane kansen voor X en Y.

ii-   Bepaal 
[image: image19.wmf](2|3)
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iii-  Bepaal de covariantie en de correlatiecoëfficiënt tussen  X en Y.

6 [8]
De stochast X heeft een kansverdeling met een onbekende verwachting µ en bekende variantie
[image: image20.wmf]2
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. Er moet bepaald worden hoe groot een steekproef uit deze populatie moet zijn. Hierbij geldt de volgende eis: de kans dat het steekproefgemiddelde kleiner is dan µ +1 moet minstens 0.975 bedragen. Hoe groot dient de steekproef te zijn?

7 [10] 
Beschouw een steekproef 
[image: image21.wmf]12
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 uit een normale verdeling met verwachting ( en variantie  
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 de steekproefvariantie voorstelt, bewijs dan dat 
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 een chi-kwadraat verdeling heeft met n-1 vrijheidsgraden. De volgende feiten mogen gebruikt worden bij het bewijs (voor de duidelijkheid: deze feiten hoeven zelf niet bewezen te worden):

1)  
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       (volgt uit herschrijven van de formule voor 
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2)  
[image: image27.wmf]2

 (het steekproefgemiddelde) en 

XS

 zijn onafhankelijke stochasten

3) de moment genererende functie van een chi-kwadraat verdeling met n vrijheidsgraden is gegeven door 
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4) het kwadraat van een standaard-normaal verdeelde stochast heeft een chi-kwadraat verdeling met 1 vrijheidsgraad

Licht de paar stapjes die nog overblijven voor het bewijs wel goed toe!  

Uitwerkingen

1.a) 
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b) 
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2.a) 
Toetsingsgrootheid: 
[image: image32.wmf]~(1)
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. Toets is eenzijdig, nulhypothese zal verworpen moeten worden als erg kleine waarde voor de toetsingsgrootheid wordt waargenomen. Dus verwerpingsgebied voor de toetsingsgrotheid: 
[image: image33.wmf](,3.747)
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  (zie tabel van t-verdeling).


Uit steekproef volgt: 
[image: image34.wmf]2

3, en 4.

xs

==

 Waarde van toetsingsgrootheid onder de nulhypothese is 
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. Valt dus niet in het verwerpingsgebied, m.a.w. er is geen bewijs dat de gemiddelde leeftijd waarop kinderen hun eerste gaatje krijgen minder is dan 5 jaar.

b) 
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Invullen 
[image: image38.wmf]2
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 en herschrijven leidt tot 95% betrouwbaarheidsinterval voor 
[image: image39.wmf]2
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c)    In de eerste plaats: deze steekproef is veel te klein om de Centrale Limiet Stelling te mogen gebruiken, en daardoor valt de grond weg onder het gebruik van de t-verdeling, die immers de verdeling is van een normaal verdeelde stochast gedeeld door de wortel van een chi-kwadraat verdeelde stochast die gedeeld is door zijn aantal vrijheidsgraden. Ten tweede, maar veel minder belangrijk: 
[image: image40.wmf]2
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 heeft alleen een chi-kwadraat verdeling heeft als de verdeling waar de steekproef uit genomen is een normale verdeling is.

3.a) 
Er moet worden aangetoond dat 
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b) 
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c) 
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d) 
Het tekenen van een grafiek met daarin de rechte lijnen 
[image: image47.wmf]1,1 en 3
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, en de kromme 
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, leert dat we moeten integreren over het onderstaande driehoekje:
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4.a) 
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b) 
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Studenten die de kdh van Y in deel a) niet gevonden hadden, konden toch dit onderdeel goed beantwoorden, omdat 
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, ook mbv partiële integratie.

5.a) 
Omdat 
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Verder volgt uit definitie van de correlatiecoëfficiënt dat 
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b) 
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c) 
i- Om de simultane kansen te vinden kunnen we naar de 8 verschillende uitkomsten kijken van het experiment met drie munten, of we kunnen conditioneren naar de uitkomst van de tweede munt. De volgende tabel is het resultaat:

	
	X = 0
	X = 1
	X = 2

	Y = 0
	1/8
	1/8
	0

	Y = 1
	1/8
	2/8
	1/8

	Y = 2
	0
	1/8
	1/8


ii- 
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iii- 
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6. 
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Voor de standaard normale verdeling geldt dat: 
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