Tentamen Kansrekening en Statistiek 2                               3 februari 2006, 14:00-17:00
Dit tentamen bestaat uit 7 vragen verdeeld over 2 bladzijden. Motiveer uw antwoord altijd. Het totale aantal punten is 100. Indien het tentamencijfer minstens 4,5 bedraagt, dan worden de cijfers voor de voortgangstoetsen en voor het computer-practicum (mits beter dan het tentamencijfer) voor resp. 20% en 10% meegewogen in het eindcijfer. Extra verstrekt: tabellen en een overzicht van veel gebruikte verdelingen. 
1  [20]  
Voor deze opgave mag u er vanuit gaan dat elk persoon een eigen, vaste (maar onbekende) waarde voor zijn/haar IQ bezit. Deze waarde kunnen we niet direct observeren; we kunnen wel een waarneming doen door het afnemen van een IQ test. Wegens een zeer groot aantal factoren (heeft de persoon goed geslapen, zijn er vragen die de persoon ‘toevallig’ wist, motivatie van de persoon op het moment van de test, etc etc) kan deze waarneming afwijken van de ‘echte’ waarde. De verdeling van de IQ-uitslagen voor een specifiek persoon bij herhaalde IQ-testen kan als normaal worden beschouwd met als verwachting de ‘echte’ waarde van het IQ van die persoon. Neem aan dat er geen leer-effect optreedt bij het herhaald doen van (steeds een andere versie van) een IQ-test. Piet ondergaat vier IQ-testen met als resultaat:
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Els doet vijf keer een IQ-test:



123
114
120
126
117

Zorg ervoor dat bij het beantwoorden van deel a) en b) alle stappen in het proces duidelijk worden vermeld!

a) Toets of het redelijk is om aan te nemen dat de variantie van IQ-testuitslagen voor Piet evengroot is als de variantie van IQ-testuitslagen voor Els (gebruik onbetrouwbaarheids-drempel
[image: image1.wmf]0,10
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b) Neem nu aan dat de varianties als genoemd in onderdeel a) inderdaad aan elkaar gelijk zijn. Is er voldoende bewijs voor de stelling dat het IQ van Els meer dan vijf punten hoger is dan dat van Piet? (
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2  [12] 
Zij X een normaal verdeelde stochast met verwachting μ en variantie 
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a) 
Bewijs (uitgaande van de kansdichtheid van X) dat 
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 een standaard normale verdeling heeft.

b) 
Bepaal vervolgens de formule voor de kansdichtheid van 
[image: image5.wmf]2
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. Hoe heet deze verdeling?

3  [20] 
In een lade liggen zes stiften, waarvan er twee leeg zijn. Er worden nu achter elkaar twee stiften willekeurig gekozen (zonder teruglegging). We geven de stochast X de waarde 0 als de eerste stift leeg is, en 1 als die niet leeg is. De stochast Y  krijgt als waarde het aantal geselecteerde stiften dat niet leeg is (dus 
[image: image6.wmf]0,1 of 2
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a) 
Bepaal de simultane kansdichtheid van X en Y.

b) 
Bepaal de correlatiecoëffiënt van X en Y.

c) 
Bepaal de kansengenererende functie van 
[image: image7.wmf]SXY
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en gebruik deze functie om var(S) te bepalen.

4  [8]  
Een steekproef ter grootte 20 wordt getrokken uit een normale verdeling met onbekende verwachting μ en variantie 
[image: image8.wmf]2
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. Bepaal een getal k zodanig dat de kans dat de steekproefvariantie hoogstens gelijk aan k is, gelijk is aan 99%.

5  [16] 
Beschouw de volgende simultane kansdichtheid:
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a) 
Bepaal de marginale dichtheden van X en van Y.

b) 
Bepaal de dichtheid 
[image: image10.wmf]()
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 waarbij U  is gedefinieerd als 
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6  [15]     a) 
Laat zien dat de momentgenererende functie (mgf) voor de exponentiële verdeling met parameter ( gelijk is aan 
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b) 
Leg uit hoe het resultaat uit deel a) gebruikt kan worden om de mgf te vinden voor de gamma(r,() verdeling met een geheeltallige waarde voor r . 

c) 
Bepaal de mgf voor de gamma(r,()-verdeling voor elke reële waarde van r>0. 

d) 
Bedenk dat de
[image: image13.wmf]2

c

-verdeling met n vrijheidsgraden hetzelfde is als een gamma(
[image: image14.wmf]11
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,
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) verdeling. Bepaal mbv de mgf uit deel c) de verwachting en de variantie voor de
[image: image15.wmf]2
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-verdeling met n vrijheidsgraden.

7  [9]     De onafhankelijke stochasten X en Y zijn allebei uniform(0, 1) verdeeld. De stochast U is gedefinieerd door 
[image: image16.wmf]2
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a) 
Bepaal de voorwaardelijke kansdichtheid van U gegeven Y=y.
b) Bepaal de (onvoorwaardelijke) kansdichtheid van U.  (Hint: het handigst gaat dit door gebruik te maken van het resultaat uit onderdeel a), maar het kan ook anders).

Uitwerkingen tentamen KRES 2, 3 februari 2006

1    a) 
 X = IQ-scores van Piet,  Y = IQ-scores van Els  (belangrijk dat je de gebruikte symbolen definieert)
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Toetsingsgrootheid (onder H0): 
[image: image19.wmf]2
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, deze heeft een F(3, 4) verdeling.


Kritiek gebied bij α = 0.10: 

tweezijdig: 
[image: image20.wmf]0.050.950.050.95
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en dan volgt kritiek gebied  : 
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De waargenomen waarde voor de toetsingsgrootheid is: 
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, en deze ligt dus niet in het kritieke gebied. Er is dus geen bewijs dat de varianties verschillend zouden zijn.

       b) 
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Toetsingsgrootheid: 
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, deze heeft een t(7) verdeling.


Kritiek gebied bij α = 0.05: eenzijdig, verwerpen voor kleine waarden van toetsingsgrootheid, dus kritiek gebied: 
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De waargenomen waarde voor de toetsingsgrootheid is: 
[image: image28.wmf]5
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, en deze ligt dus niet in het kritieke gebied. Er is dus niet voldoende bewijs dat het IQ van Els meer dan 5 punten hoger is dan dat van Piet.

2   a) 
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Bewijs kan ook via mgf’s.

     b)  
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3   a) 
De simultane kansen zijn dan eenvoudig te vinden, bijv: 
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     b) 
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      c) 
Het is duidelijk uit b) dat X en Y niet onafhankelijk zijn, dus we kunnen de kgf van de som niet vinden door de kgf’s van X en Y  met elkaar te vermenigvuldigen. Maar het is heel eenvoudig om de kdh te vinden voor S = X + Y : P(S =0)= 1/15, P(S =1)= 4/15, etc. Dus: 
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4   
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   (let op, in de bijgeleverde tabel staat de rechter overschrijdingskans)

5  
Grafiekje tekenen helpt: 
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      b) 
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6   a) 
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     b) 
De gamma(r,() verdeling met een geheeltallige waarde voor r kan gezien worden als de verdeling van de som van r onafhankelijke exponentieel verdeelde stochasten, elk met parameter (. Dan is de mgf voor de gamma-verdeling gelijk aan het produkt van de mgf’s voor r exponentiële verdelingen, dus 
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     c)  
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De rechterintegraal kan nu herkent worden als de oppervlakte onder de kdh van een gamma-verdeling met parameters r en (-t, en die opp. is gelijk aan 1. Dus:
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     d) 
Invullen levert op: 
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7   a) 
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     b) 
Uit 
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Dus marginale verdeling van U: 
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