	  [image: image1.png]



	Universiteit van Amsterdam

Faculteit Economie en Bedrijfskunde

Afdeling Kwantitatieve Economie
	Tentamen Kansrekening en Statistiek 2

8 juli 2009

Tijd:  9.00–12.00 uur


Dit tentamen bestaat uit zes opgaven. Motiveer uw antwoord. Toegestaan: niet-grafische rekenmachine.

Geheugensteuntjes: 
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    (elk overigens alleen maar geldig als aan bepaalde voorwaarden is voldaan)

1  
De omstreden politica Greet Tammers, die bekend staat vanwege haar kritiek op de judeo-christelijke cultuur, heeft bij de laatste verkiezingen met haar partij VPP 17% van de stemmen behaald. Maurits de Kat, de bekende opiniepeiler, rapporteert op basis van een steekproef van 1000 willekeurig gekozen stemgerechtigden, een percentage stemmen op de VPP van 15% voor de week van 8 juli 2009.
a [9]
Toets door middel van het opstellen van een kritiek gebied of het percentage stemmers op de VPP is verminderd sinds de laatste verkiezingen (gebruik een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5%).

Vermeld duidelijk de gebruikte hypothesen, toetsingsgrootheid met verdeling, kritieke gebied, uitkomst toetsingsgrootheid en conclusie in gewone woorden. Definieer gebruikte variabelen.

b [9]
Toets door middel van het bepalen van de p-waarde of het percentage stemmers op de VPP is veranderd sinds de laatste verkiezingen (gebruik een onbetrouwbaarheidsdrempel van 5%).

Vermeld hypothesen, toetsingsgrootheid met verdeling, p-waarde, conclusie.

c [5] 
Zijn de antwoorden onder a. en b. in overeenstemming met elkaar? Zo nee, geef daar een verklaring voor. Kunt u iets zeggen over wanneer we moeten kiezen voor de toets in deel a, dan wel die in deel b?
d [6]
Hoe groot is het onderscheidingsvermogen voor de toets uit deel a, indien 14% van de stemgerechtigden in de week van 8 juli 2009 op de VPP zou willen stemmen.
2 
Bij eerdere onderzoeken is al gebleken dat koolmezen die nestelen binnen 300 meter afstand van een snelweg (veel fijnstof) minder eieren leggen dan koolmezen die in de buitenwijken van een stad (weinig fijnstof) broeden. Een nieuw onderzoek richt zich op de standaardafwijkingen (
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 en 
[image: image7.wmf]buitenwijk
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) van de twee populaties. Er mag worden aangenomen dat de verdeling van het aantal eieren voor elk van de twee populaties ongeveer een normale verdeling volgt.
a [8]
Leid de formules af voor een (1-α)-betrouwbaarheidinterval voor de verhouding tussen de twee standaardafwijkingen. Neem als uitgangspunt het gegeven dat, indien 
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b [4]
Het onderzoek laat de volgende resultaten zien:

31 onderzochte nesten in de buurt van de snelweg leverden een steekproefstandaardafwijking op van 3, en 25 onderzochte nesten in buitenwijken leverden een steekproefstandaardafwijking op van 2.

Bepaal een 90% betrouwbaarheidsinterval voor de ratio 
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c [4] 
Dr. Olievink heeft een theorie ontwikkeld die stelt dat koolmezen die veel fijnstof binnenkrijgen, legsels produceren waarvan de omvang een standaardafwijking heeft die twee keer zo groot is als die bij koolmezen die weinig fijnstof binnenkrijgen. Kan deze theorie op basis van de steekproef uit deel b verworpen worden bij een onbetrouwbaarheidsdrempel van 10%? (Maak gebruik van het betrouwbaarheidsinterval uit deel b).

3 
De grootheden X en Y hebben een simultane verdeling gedefinieerd door de kansdichtheid:
f(x, y) = 
[image: image12.wmf]cx


op het gebied:
  0 < x < 2 en  0 < y < 3 ( x
a [3]
Zijn X en Y onafhankelijk en waarom (niet)?

b [4]
Bepaal de waarde van c.
c [6]
Bepaal E(Y | X = x ) en gebruik dit resultaat om de verwachte waarde van Y te bepalen.
d [6]
Bepaal de marginale dichtheid van Y en gebruik dit resultaat om de verwachte waarde van Y te bepalen.
e [8]
Bepaal de dichtheid van W  X + Y .
4 [7] 
Beschouw onafhankelijke stochasten X en Y, met simultane dichtheid 
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, elders 0. Bepaal zonder te integreren de marginale verdelingen van X en Y. Welk type verdeling hebben X resp. Y ?
5 [10] 
Beschouw een steekproef 
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 uit een normale verdeling met verwachting ( en variantie  
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 de steekproefvariantie voorstelt, bewijs dan dat 
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 een chi-kwadraat verdeling heeft met n-1 vrijheidsgraden. De volgende feiten mogen gebruikt worden bij het bewijs (voor de duidelijkheid: deze feiten hoeven zelf niet bewezen te worden):

1)  
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       (volgt uit herschrijven van de formule voor 
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2)  
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 (het steekproefgemiddelde) en 

XS

 zijn onafhankelijke stochasten

3) de moment genererende functie van een chi-kwadraat verdeling met n vrijheidsgraden is gegeven door 
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4) het kwadraat van een standaard-normaal verdeelde stochast heeft een chi-kwadraat verdeling met 1 vrijheidsgraad

Licht de paar stapjes die nog overblijven voor het bewijs wel goed toe! 
6 
Beschouw een stochast X  met een gamma-verdeling met parameters α en β (zie formuleblad). 

a [7]
Bewijs dat de momentgenererende functie van X gelijk is aan 
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(U mag eventueel gebruik maken van het feit dat 
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b [4] 
Bepaal met gebruikmaking van momentgenererende functie welke verdeling de stochast Y heeft, waarbij Y = 3X .


Uitwerkingen:

1 a 
Definieer: p = percentage stemmers op VPP in de stemgerechtigde populatie ten tijde van de steekproef (8 juli 2009)
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 = percentage stemmers op VPP in de steekproef van 1000 stemgerechtigden.

H0: p = 0.17 ( = p0)

H1: p < 0.17 

Toetsingsgrootheid: 
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Deze toetsingsgrootheid heeft bij benadering een standaard normale verdeling, omdat 
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Kritiek gebied voor Z: 
[image: image28.wmf][,1.645]
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  (we dienen H0 te verwerpen voor relatief lage waarden van de steekproeffractie)
De realisatie of uitkomst van Z is: 
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Deze ligt wel in het kritieke gebied, dus H0 wordt verworpen. (beslissing)

De conclusie luidt, dat er voldoende bewijs is dat het percentage stemmers op de VPP is verminderd (bij α = 0.05)
Uiteraard was het bij deze vraag ook toegestaan om 
[image: image30.wmf]ˆ
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 of X (=aantal stemmers in steekproef op VPP) te nemen. Kritieke gebied veranderd dan wel, maar de conclusie blijft natuurlijk dezelfde.
b 
H0: p = 0.17 

H1: p ≠ 0.17 

Toetsingsgrootheid zoals hierboven.

p-waarde = 
[image: image31.wmf]2(1.684)20.0460.092
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(of, equivalent, p-waarde = 
[image: image32.wmf]ˆ
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Deze waarde is groter dan de onbetrouwbaarheidsdrempel, dus wordt de nulhypothese niet verworpen.

De conclusie luidt, dat er onvoldoende bewijs is dat het percentage stemmers op de VPP is veranderd (bij α = 0.05).

c 
Nee, de conclusies zijn niet in overeenstemming met elkaar. De reden is dat bij deel a wordt getoetst of het percentage verminderd is, bij deel b of het percentage veranderd is. Een toets wordt zó uitgevoerd, dat de kans op een fout van de eerste soort (=H0 verwerpen terwijl H0 waar is) gelijk is aan 0.05. Bij de toets in deel a wordt de hypothese alleen verworpen als de steekproeffractie relatief klein is, bij deel b ook wanneer de steekproeffractie relatief groot is. Bij gelijkblijvende waarde van de onbetrouwbaarheidsdrempel betekent dat dat we bij relatief kleine waarden van α minder snel tot verwerping kunnen overgaan.

Als er voorafgaand aan de steekproef nog geen vermoeden bestond dat het percentage stemmers was verminderd, dan zouden we niet de toets van deel a mogen gebruiken. We mogen niet de steekproeffractie zelf gebruiken om te besluiten toch te gaan toetsen of het percentage verminderd is.

d
We leiden eerst het kritieke gebied af voor de steekproeffractie. Het kritieke gebied voor de toetsingsgrootheid Z was (zie deel a): 
[image: image33.wmf][,1.645]

-¥-



Aangezien 
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 kan daaruit worden afgeleid dat het kritieke gebied voor 
[image: image35.wmf]ˆ

P

 is: 
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Het onderscheidingsvermogen bij p = 0.14 is dan:
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2 a 
Ten behoeve van korte notatie, definiëren we de populatie nesten langs de snelweg als populatie 1, en de populatie in de buitenwijken als populatie 2.

Dan: 
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   (dit volgt ook uit het gegeven in de opgave, en het ‘geheugensteuntje’ 
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Dus 
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Herschrijven leidt dan tot: 
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en dus is het gezochte (1-α)-betrouwbaarheidinterval : 
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b 
Invullen in bovenstaande formule levert het interval 
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c 
De theorie van dr. Olievink stelt dat 
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. De waarde 2 valt binnen het 90%-betrouwbaarheidsinterval berekend in deel b, en daarom kan de hypothese van dr. Olievink niet verworpen worden.

3a 
Nee, dat is eenvoudig in te zien door de drager te beschouwen; de drager is niet rechthoekig (geen Carthesisch product)

b 
f(x, y) kan alleen een kansdichtheid zijn, indien 
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c
Hiervoor dienen we eerst de marginale kdh van X te bepalen, en vervolgens de voorwaardelijke kdh van Y gegeven  X = x. 
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Dan volgt: 
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d 
Het tekenen van een xy grafiek helpt hierbij:
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Uiteraard is dit in overeenstemming met het antwoord uit deel c.

e 
X+Y kan waarden aannemen van 0 tot 3. Het tekenen van een lijn x+y = w laat zien dat we twee situaties moeten onderscheiden, namelijk 
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Dus de kansdichtheid voor W wordt:
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4 
Omdat X en Y onafhankelijke stochasten zijn, moet gelden dat 
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 nog bepaald dienen te worden. Maar een blik op het formuleblad laat zien dat X een N(0, 2) verdeling heeft (en dus dat 
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) en dat Y een Gamma(½,½) verdeling heeft (of anders gezegd een Chi-kwadraat verdeling met 1 vrijheidsgraad;  
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5 
Zie de syllabus!
6 a 
Uit formule overzicht blijkt: 
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En deze mgf valt te herkennen als de mgf van een Gamma-verdeelde stochast met parameters 
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(Er zijn ook andere bewijzen mogelijk, zie o.a. syllabus.)
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