Tentamen Kansrekening en Statistiek 1
4 juli 2007, 9.30-12.30 uur
Deze toets bestaat uit zes vragen. 

Schrijf niet alleen een antwoord op, leid de uitkomst af of motiveer een antwoord. 

Wees zorgvuldig met formuleringen.

Indien u niets opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. Alleen een antwoord leidt tot puntenaftrek.

De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes [·] links in de kantlijn. 

Toegestaan: zakrekenmachine, schrijfgerei.

Niet toegestaan: praten, wenken, gebaren, iets doorgeven.

Tabellen (die u niet allemaal nodig hebt) op de achterkant

1   
Een boodschap wordt verzonden als een rij nullen en enen. De kans dat een 0 wordt verstuurd, is 0,45; de rest bestaat dus uit enen. Een verzonden 1 wordt met kans 0,02 als 0 ontvangen, een verzonden 0 wordt met kans 0,04 abusievelijk in een 1 omgezet. 

[6]
a
Bereken de kans dat er een 0 wordt ontvangen. 

[6]
b
Als een 1 is ontvangen, bereken dan de kans dat een 0 werd verstuurd.

2
Een continue kansverdeling is gegeven door de dichtheid:
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[4]
a
Schets de dichtheid.

[6]
b
Bereken c.

Als u bij b de waarde van c niet hebt gevonden, neemt u bij het uitwerken van de volgende vraag voor c de waarde 0,1.

[7]
c
Bereken de verwachting van deze verdeling. 

3
[10]
Laat X een uniforme verdeling hebben op (0 , 1]. Zij Y  gedefinieerd door: Y = (½ ln X 

Bepaal hiervan de verdelingsfunctie, de dichtheid en het verdelingstype.

4   
Kilopakken suiker hebben een normaal verdeeld vulgewicht met een verwachting van 1001 gram en een standaardafwijking van 2 gram. 

[6]
a
Bereken de kans dat een pak minder dan 1000 gram suiker bevat. 

[9]
b
Bereken een interval waarbinnen het totale gewicht aan suiker in een tray van 12 pakken met een kans van 0,988 terechtkomt (d.w.z. een 98,8%-voorspellingsgebied).

5

Zoals bekend is de kansgenererende functie van de som van twee onafhankelijke grootheden het product van de kansgenererende functies van die grootheden. De kansgenererende functie van de BIN(n, p)-verdeling is (pt + q)n, waarbij q = 1 ( p. Laat nu X en BIN(50; 0,8)-verdeling hebben, en Y een BIN(50; 0,6)-verdeling. 

[2]
a
Schrijf de kansgenererende functie van X + Y uit.

[6]
b
Leid hiermee (door differentiëren) de verwachting van X + Y af.

[4]
c
Heeft X + Y een BIN(100; 0,7)-verdeling?  (... , want ...)
6
[4]
EXCEL biedt de mogelijkheid kansen uit de BIN(n, p)-verdeling te berekenen met de functie 

BINOMDIST(k, n, p, cum)
Het argument cum moet TRUE worden genomen om de cumulatieve kans (op ten hoogste k successen) te krijgen. Neemt men  cum  gelijk aan FALSE, dan krijgt men de individuele kans (op precies k successen). 

Men onderzoekt zaden van een bepaalde plantesoort, en wil weten of de kans dat ze uitkomen, meer dan 80% bedraagt. Te dien einde is het van belang te weten voor welke x geldt: P(X ( x) ( 0,05 < P(X ( x ( 1), waarbij X het aantal uitkomende zaden in een steekproef van 300 voorstelt met elk - onafhankelijk van de andere - een kans van 0,8 om uit te komen. De gezochte oplossing x is:

a
de kleinste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k, 300, 0.8, TRUE) ( 0,95
b
de grootste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k, 300, 0.8, TRUE) ( 0,95
c
de kleinste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k, 300, 0.8, FALSE) ( 0,95
d
de grootste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k, 300, 0.8, FALSE) ( 0,95

e
de kleinste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k ( 1, 300, 0.8, TRUE) ( 0,95
f
de grootste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k ( 1, 300, 0.8, TRUE) ( 0,95
g
de kleinste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k ( 1, 300, 0.8, FALSE) ( 0,95
h
de grootste k waarvoor geldt: BINOMDIST(k ( 1, 300, 0.8, FALSE) ( 0,95

► U kunt volstaan met het noteren van het antwoord. 

Tentamen Kansrekening en Statistiek 1,   4 Juli 2007,   uitwerkingen

1
a
We maken een kruistabel van kansen met de indelingen {0 verzonden, 1 verzonden} en {0 ontvangen, 1 ontvangen}. Daarin zijn de simultane kansen berekend uit de voorwaardelijke kansen en de totalen in de rechter kolom.

	
	Ontvangen
	

	Verzonden
	0
	1
	

	0
	0,45(0,04 = 0,432
	0,45(0,04 = 0,018
	0,45

	1
	0,55(0,02 = 0,011
	0,55(0,98 = 0,539
	0,55

	
	0,443
	0,557
	1


b
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Gemaakte fouten
· Toelichting achterwege gelaten;

2
a
Parabool met top bij x = ((2) / (2((−1)) = 1. Y-as-afsnijding: y = 3c. Snijdt x‑as bij x = 3.

Verticale schaal (hoeft niet in schets) afhankelijk van de waarde van c. 

Gemaakte fouten
· Parabool door oorsprong (-2 p);

· Geen paraboolvorm;

b
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Dus c = 1/9.

Gemaakte fouten
· Haken of dx bij de integraal weggelaten (-1 p.);

· ‘Reken’fouten bij integreren;

· discreet en continu door elkaar gehaald;

c
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= 3/2 + 2 ( 9/4 = 5/4

Gemaakte fouten
· Haken of dx bij de integraal weggelaten (-1 p.);

· De factor x bij de verwachting weggelaten (dan moet er trouwens wel gewoon 1 uitkomen!); deze fundamentele fout - ook al kan hij ook bij vergissing worden gemaakt - leidt tot volledige puntenaftrek.

c*
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= 27/20 + 27/15 ( 81/40 = 9/8

3
FY(y) = P(Y ( y) = P((½ ln X  ( y) = P(ln X  ( (2y) = P( X  ( e(2y )  (indien alleen tot hier goed: 3 p.)
Bedenk welke waarden Y kan aannemen. Een getal x tussen 0 en 1 heeft een negatieve logaritme, kan tot (( lopen. Dus voor (½ ln X is de drager [0 , ().

Omdat X  een uniforme verdeling op (0 , 1] heeft, weet men: FY(y) = P( X  ( e(2y ) = 1 ( e(2y     (0 ≤ y < ()
Hierin herkennen wij reeds de verdelingsfunctie van de exponentiële verdeling met verwachting ½.

Door te differentiëren vinden we de dichtheid: fY(y) =2e(2y     op het interval (0 , ()     (elders 0).

Het is irrelevant wat de dichtheid voor y = 0 is, 2 i.p.v. 0 mag ook, dan zou de conclusie zijn:

fY(y) =2e(2y     op het interval [0 , ()     (elders 0).

Gemaakte fouten
· gestuntel met uniforme verdeling;

· discreet en continu door elkaar gehaald;

· negatieve dichtheid als uitkomst laten staan;

· niet gecontroleerd of verdelingsfunctie wel tussen 0 en 1 loopt.

4
Geef het gewicht aan suiker in een willekeurig pak aan met X of met Xi en het totale suikergewicht van 12 pakken met X+ (= 
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a
P(X  < 1000 ) = 
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=  1 − P(Z < 0,5) = 1 − 0,6915 = 0,3085

Gemaakte fouten
· min zoek gemaakt; links en rechts niet duidelijk onderscheiden;

· continuïteitscorrectie toegepast (moet alleen bij benaderingen van discrete verdelingen: -5 p.);

b
E(X+ ) = 12(1001=12012
Var(X+ ) = 12((2)2  = 48

Uit de tabel van de standaardnormale verdeling halen we P(Z < 2.51) = 0,9940 dus P(Z > 2.51) = 0,006, waarin Z zoals gewoonlijk de standaardnormale grootheid voorstelt.

Dit betekent: P(|Z| > 2.51) = 0,012 of P(|Z| < 2.51) = 0,988

Omdat 
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Dit leidt tot de 98,8%-kans-voorspelling:   12012 − 2,51((48  <  X+   <   12012 + 2,51((48  

oftewel:
11994,61  <  X+   <  12029,39
(met kans 0,9880)

Het gevraagde 98,8%-voorspellingsgebied is dus:
(11994,61 ; 12029,39)

Gemaakte fouten
· Interval rond 1001 (of zelfs 1000) i.p.v. rond 12 ( 1001;

· Standaardafwijking gedeeld door (12 i.p.v. maar (12;

· Wortel uit standaardafwijking;

· gewoon σ = 2 genomen (voor één pak suiker);

· verkeerde z; interval niet symmetrisch; negatieve ondergrens.

5
a
GX+Y(t) = (0,8t + 0,2)50 (0,6t + 0,4)50
b
GX+Y’(t) = 50(0,8t + 0,2)50 (0,8)  +  50(0,6t + 0,4)50(0,6)
 
GX+Y’(1) = 50(0,8 + 0,2)50 (0,8)  +  50(0,6 + 0,4)50(0,6) = 70

c
Nee, want de kansgenererende functie van de BIN(100; 0.7)-verdeling is (0,7t + 0,3)100 (anders dan bij a).


Nee, want 100 experimenten moeten alle dezelfde kans op succes hebben, en als men X + Y bepaalt, telt men het aantal successen in een rij van 100 experimenten die niet alle dezelfde kans op succes hebben. 
Gemaakte fouten
· bij b: Wel gedifferentieerd, maar niet t = 1 ingevuld;

· bij c: antwoord ja betekent: kansgenererende functies niet gebruikt.

6
P(X ( x) ( 0,05 < P(X ( x ( 1)  is equivalent met P(X ( x ( 1) ( 0,95 > P(X ( x ( 2). We moeten dus de kleinste x heben waarvoor P(X ( x ( 1) = BINOMDIST(x (1; 300; 0.8; true) ( 0,95. Antwoord  e.
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