Tentamen Kansrekening en Statistiek 1
22 januari 2007, 9.30-12.30 uur
Dit tentamen bestaat uit zeven vragen, alle op één (deze) bladzijde. 

Motiveer uw antwoord. Indien u niets opschrijft bij een som, krijgt u 0 punten. De waardering in punten staat tussen vier​kante haakjes [·] achter het nummer van de opgave. Formuleer correct en volledig; wat onduidelijk, onvolledig of dubbelzinnig is, wordt fout gerekend.

De resultaten van de voortgangstoetsen worden zo mogelijk meegeteld.

Los verstrekt:
één vel met standaardnormale verdeling en overzicht verdelingen;
één vel met Poisson-verdelingen.

1
Een continue stochast  X  heeft dichtheid  f(x) = ce(2x  op het interval  [0 , ln(16)], elders 0.

[5]
a
Bepaal  c.

[6]
b
Bereken de kans P(1 < X < 2).

[8]
c
Bereken de verwachting van X.


[Wie vraag a niet heeft opgelost, mag(moet) bij de vragen b en c voor de constante c de waarde 2 nemen.]

2   
Men werpt 600 maal met een zuivere dobbelsteen. Het aantal zessen wordt met X aangegeven.  

[7]
a
Bereken met de normale benadering de kans P(88 ( X ( 112).

[7]
b
Geef de schatting van deze kans op basis van de ongelijkheid van Chebyshev.

3  [7]
Gegeven zijn de gebeurtenissen A, B en C, met P(A) = 0,4 en P(B) = 0,2. 
Verder is P(A ( B ( C) = 0,7.
Bepaal de kans op C voor het geval de gebeurtenissen onafhankelijk zijn. 

4
Een machine-onderdeel heeft een levensduur met dichtheid:

 f(x)
=
x
op het interval [0 , 1] 


=
1 / x3 
op het interval [1 , ()

[5]
a
Bepaal de verdelingsfunctie van de levensduur.

[5]
b
Bepaal de faalintensiteit (hazard rate) van de levensduur.

[3]
c
Bereikt de faalintensiteit op zeker moment een maximum? Leid af / geef commentaar.

5
In een afgelopen dorp komen op het plaatselijke bankfiliaal mensen binnen volgens een Poisson-proces met een intensiteit van 6 per uur. In het beschouwde tijdvak is twee derde deel vrouw, en een derde deel man. Neem aan, elke klant is met kans 2/3 vrouw, onafhankelijk van eerdere klanten. 

[6]
a
Bepaal de kans dat er in een uur ten minste acht klanten binnenkomen.

[6]
b
Bepaal de kans dat er in een uur precies drie mannen binnenkomen.

[6]
c
Bepaal de kans dat er in een uur precies drie mannen en ook precies drie vrouwen binnenkomen.

[4]
d
Geef de verdeling van de tijd in minuten die verstrijkt tussen het binnenkomen van twee opeen​volgende klanten.

[4]
e
Bepaal in drie decimalen nauwkeurig de kans dat er in een gegeven periode van 1½ minuut meer mannen dan vrouwen binnenkomen. 

6
Een vaas bevat vier gele en drie rode knikkers. Hieruit worden achtereenvolgens zonder teruglegging knikkers getrokken. Laat X het aantal trekkingen voorstellen tot en met de tweede gele. 

[6]
a
Bepaal de kansverdeling van X.

[8]
a
Bepaal verwachting en variantie van X.

7  [7]
Geef het bewijs dat de verwachting van de HYP(N, D, n)-verdeling gelijk is aan D ( n / N. 
[De stochast is het aantal defecte exemplaren in een steekproef zonder teruglegging van n artikelen uit een eindige populatie van N artikelen waarvan er D defect zijn.] 

Kansrekening en Statistiek 1,   22 januari 2007,   uitwerkingen

1
a
De oppervlakte onder de dichtheid moet gelijk zijn aan 1, dus: 
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, waaruit volgt: c = 
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2
P(88 ( X  ( 112)  =  P(87½ < X  < 112½) = 
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3
P(A ( B ( C) = P(A) + P(B)  + P(C)  ( P(A ( B) ( P(B ( C) ( P(A ( C) +  P(A ( B ( C) = 
= 0,4 + 0,2 + P(C) ( 0,4(0,2 ( 0,2 P(C) ( 0,4 P(C) + (0,4)(0,2) P(C) = 0,52 + 0,48 P(C) = 0,7
Hieruit volgt  0,48 P(C) = 0,18  en dan  P(C) = 3/8 

4
a
F(x)
=
x2 / 2






op het interval [0 , 1] 


=
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op het interval [1 , ()


b
R(x)
=
1 ( x2 / 2
op het interval [0 , 1] 


=
1 / (2x2) 
op het interval [1 , ()
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op het interval [0 , 1] 

=
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c
We onderscheiden de twee gevallen:


De faalintensiteit is maximaal 2 voor x = 1. Men moet aantonen dat de afgeleide op [0 , 1) positief is; dat de faalintensiteit daalt voor x > 1, is zonder meer duidelijk. Door de dikke staart (gaat minder hard dan exponentieel naar 0) neemt de faalintensiteit af. Hoe ouder het onderdeel wordt, des te minder men met defect gaan hoeft te rekenen. 

5
In het onderstaande stellen U, X en Y  telkens een Poisson-verdeelde grootheden voor, waarvan de parameter achter de verticale streep vermeld staat. 

a
1 − P(U ≤ 7 | μ = 6) = 1 − 0,7440 = 0,256
(U is aantal mensen in uur)

b
P(X = 3 | μ = 2) =  P(X ≤ 3 | μ = 2) − P(X ≤ 2 | μ = 2) = 0,8571 − 0,6767 = 0,1804 (X: aantal mannen in uur)
c
P(Y = 3 | μ = 4) =  P(Y ≤ 3 | μ = 4) − P(Y ≤ 2 | μ = 4) = 0,4335 − 0,2381 = 0,1954  (Y: aantal vrouwen in uur)
Vanwege de onafhankelijkheid geldt: 

P(X = 3 en Y = 3) = P(X = 3 | μ = 2) ( P(Y = 3 | μ = 4) = 0,1794 ( 0,1954 = 0,0353

d
In een Poisson-proces is de verdeling van tijdsduren tussen de opeenvolgende gebeurtenissen exponentieel. In dit geval is de intensiteit 6 per uur, dus de verwachte tussentijd is 10 minuten.  

e
Alle mogelijkheden uitschrijven. Aantal mannen in 1½ minuut heeft POI(0,05)-verdeling, aantal vrouwen in 1½ minuut heeft POI(0,1)-verdeling. Mogelijkheden met meer dan twee mannen of meer dan drie vrouwen kunnen worden verwaarloosd. 
6
a
De tweede gele knikker kan op zijn vroegst in de tweede trekking tevoorschijn komen (dan dus: X = 2) en op zijn laatst bij de vijfde trekking (notatie: X = 5), want na trekken van drie rode en één gele moet de tweede gele verschijnen, omdat er dan er alleen nog gele over zijn. X = r betekent dat er in de eerste r ( 1 trekkingen r ( 2 rode worden getrokken, benevens een gele. We schrijven de kansen even systematisch op:

P(X  = 2)  =  (4 / 7) ( (3 / 6)
= 10/35

P(X  = 3)  =  (4 / 7) ( (3 / 6) ( (3 / 5) ( 2
= 12/35
twee mogelijke volgorden

P(X  = 4)  =  (4 / 7) ( (3 / 6) ( (2 / 5) ( (3 / 4) ( 3
=   9/35
drie        ”            ”

P(X  = 5)  =  (4 / 7) ( (3 / 6) ( (2 / 5) ( (1 / 4) ( (3 / 3) ( 4
=   4/35 
vier         ”            ”


 ─────


    35/35

b
E(X) = (2 ( 10 + 3 ( 12 + 4 ( 9 + 5 ( 4) / 35 = 3,2


Var(X ) = (22 ( 10 + 32 ( 12 + 42 ( 9 + 52 ( 4) / 35 ( (3,2)2 = 0,96

7
Zie theorie.
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