Tentamen Kansrekening en Statistiek 1                                 1 februari 2006, 9:30-12:30
Dit tentamen bestaat uit 8 vragen verdeeld over 2 bladzijden. Motiveer uw antwoord altijd. Het totale aantal punten is 100. Indien het tentamencijfer minstens 4,5 bedraagt, dan worden de cijfers voor de voortgangstoetsen en voor het computer-practicum (mits beter dan het tentamencijfer) voor resp. 20% en 10% meegewogen in het eindcijfer. Los verstrekt: tabel met standaard normale verdeling, en een overzicht van veel gebruikte verdelingen. 
1  [17] 
De stochast X heeft de volgende kansdichtheid:
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a) 
Bepaal de waarde van a.

b) Bepaal de verdelingsfunctie 
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 van X.

c) Bepaal de verwachting van X.

d) Bepaal 
[image: image3.wmf]P(1,22)

X

<<

.

2  [12]     a)
Een van de axioma’s van de kansrekening stelt dat 
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 als  
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.     Gebruik dit axioma om te bewijzen dat voor twee willekeurige gebeurtenissen A en B geldt dat:
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b) 
Als A en B onafhankelijke gebeurtenissen zijn, toon aan dat ook A en 
[image: image7.wmf]B

 onafhankelijk zijn.ADVANCE \d 7
3  [14]     a)
Een vaas bevat 4 witte en 4 zwarte ballen. Deze worden één voor één uit de vaas getrokken, totdat de vaas leeg is. Bereken de kans dat de derde witte bal getrokken wordt bij de vijfde trekking.

b) 
In een bepaald land bestaat het auto-kenteken uit 6 tekens, namelijk drie letters en drie cijfers. Deze letters en cijfers mogen in willekeurige volgorde voorkomen. Hoeveel verschillende kentekens kunnen er bestaan? (neem aan dat elke letter en cijfer meer dan één keer mag voorkomen).

c) 
Een man rijgt 10 kralen op een draad. Vijf van de tien kralen zijn rood, 3 zijn blauw en 2 zijn geel. In alle andere opzichten zijn de kralen identiek. Hoeveel verschillende patronen van kralen kan de man maken?ADVANCE \d 7
4  [18] 
Het mag bekend verondersteld worden dat 20% van alle paardenkastanjes in een bepaald gebied leidt aan de gevreesde kastanjeziekte. Er wordt een aselecte steekproef genomen van 100 kastanjes in het gebied. De stochast X stelt het aantal kastanjes uit de steekproef voor die de ziekte blijken te hebben.

a) 
Geef de kansdichtheid van X (in formulevorm).

b) 
Bepaal met behulp van de normale benadering de kans dat X ten minste 13 en ten hoogste 27 zal bedragen.

c) 
Gebruik de ongelijkheid van Chebyshev om een zo scherp mogelijke ondergrens te bepalen voor dezelfde kans die in deel b) wordt gevraagd.

d) 
Beargumenteer welke benadering (uit deel b) of uit deel c)) het dichtst bij de exacte waarde zal liggen.

5  [7] 
De kansdichtheidsfunctie voor een gamma verdeelde stochast X met parameters 
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 en r is gegeven door:
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Bepaal E
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6  [9] 
De kansdichtheidsfunctie voor een exponentieel verdeelde stochast X is gegeven door:
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Toon aan dat de variantie van X gelijk is aan 
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7  [11]  
Een systeem bestaande uit 4 componenten wordt als volgt voorgesteld:








De kans dat de componenten A, B, C en D werken is respectievelijk p, p, 0.99 en 0.98. Het systeem werkt zolang er een pad van links naar rechts te vinden is dat via werkende componenten loopt. 

a) 
Bepaal een uitdrukking voor de kans dat het systeem werkt.

b) 
Bestaat er een p zodanig dat de kans dat het systeem werkt groter is dan 0.999?

8  [12]     a)
Leg uit wat het verschil is tussen een fout van type I en een fout van type II bij het toetsen van hypothesen. Moet aan beide fouten evenveel belang worden gehecht?

b) 
Welke interpratie moet aan de “95%” gegeven worden wanneer het gaat over een 95%-betrouwbaarheidsinterval voor een onbekende parameter p?

Uitwerkingen

1              a) 
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.                  Maar omdat ook moet gelden dat 
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 volgt dat alleen 
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 mogelijk is.

b) 
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c) 
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d)  
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2              a)
Omdat 
[image: image24.wmf]ABA(AB)  en omdat A(AB)

È=ÈÇÇÇ=Æ

 volgt uit het axioma dat:
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.  Op vergelijkbare wijze volgt dat  
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Gecombineerd volgt dan 
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b) Vele manieren, bijv:
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3              a)
Totaal aantal volgordes waarop de acht ballen kunnen worden getrokken (als alleen de kleur de ballen onderscheidt van elkaar)= 
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. Voor de gevraagde kans moeten er twee witte ballen bij de eerste 4 ballen zitten, 1 witte bij de vijfde trekking en 1 witte bij de laatste drie trekkingen. Het aantal volgordes voor het bovenstaande is resp: 
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. Daaruit volgt:

P(3de witte bal bij 5de trekking)=
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b) 
Voor een specifieke volgorde van letters en cijfers (bijv LLLCCC) zijn er 
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 mogelijke kentekens. Het aan mogelijke volgorden van letters en cijfers bedraagt 
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, dus totaal aantal mogelijke kentekens: 
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c) 
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4  
a)  
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    (pdf van binomiale verdeling met parameters p=0.2, en n=100)

b) 
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  met continuïteitscorrectie, en waarbij 
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 (volgt uit verwachting en variantie van binomiale verdeling) 
[image: image39.wmf]12.5202027.520

(12.527.5)()(1.8751.875)

161616

(1.875)(1.875)2(1.875)10.9392

Y

PYPPZ

---

££=££=-££=

F-F-=×F-=


c) Ongelijkheid van Chebyshev: 
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Hoe groter we k kiezen, des te groter (scherper) de ondergrens.  Omdat X alleen discrete waarden kan aannemen, volgt dat de gevraagde kans  
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d) 
De ongelijkheid van Chebyshev geeft een ondergrens die altijd geldt, ook indien de verdeling van X in extreme mate verschilt van een klokvormige verdeling. Omdat de kansdichtheidsfunctie van een binomiale verdeling wel klokvormig is, zal de normale benadering hier een veel nauwkeuriger resultaat geven. (De exacte waarde is in dit geval 0.9405)

5  
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De laatste stap volgt omdat de integraal de oppervlakte aangeeft onder de grafiek van de kansdichtheid van een gamma-verdeling met parameters 
[image: image44.wmf]l

 en r-1, die altijd gelijk is aan 1.

6   
var(X) = E
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Deze integraal kan via partiële integratie worden bepaald, of we kunnen dezelfde weg volgen die ook bij opgave 5 is gebruikt: 
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Zo ook E
[image: image48.wmf]222

0

1211

()var()

x

XxedxX

l

l

llll

¥

-

==Þ=-=

ò

 

7 
P(systeem werkt) = 1 – P(systeem werkt niet) = 1 – P(D werkt niet)*P(pad bovenlangs werkt niet) =

1-0.02*(1- P(pad bovenlangs werkt)) = 1-0.02*(1- P(C werkt)*P(A of B werkt)) = 

1-0.02*(1- 0.99*(1-P(A en B werken niet))) = 1-0.02*(1- 0.99*(1-P(A werkt niet)*P(B werkt niet))) = 1-0.02*(1- 0.99*(1-(1-p)2))    (kan evt uitgewerkt worden tot : 0.9998 – 0.0198*(1-p)2
b)  Ja, heel simpel, neem bijv p = 1

8  [12]     a)
Een fout van type I wordt gemaakt wanneer besloten wordt om op basis van een steekproef de nulhypothese te verwerpen, terwijl deze toch waar was. Een fout van type II wordt gemaakt wanneer besloten wordt om de nulhypothese niet te verwerpen, terwijl deze juist niet waar was. We hechten meer belang aan een fout van type I omdat de hypothesen zo worden opgesteld dat we een vooraf bepaalde zekerheid willen hebben dat we niet ten onrechte de nulhypothese verwerpen. Wanneer de nulhypothese niet wordt verworpen, dan betekent dat eigenlijk alleen maar dat er niet voldoende bewijs is om de nulhypothese te verwerpen; het betekent niet dat we nu aannemen dat de nulhypothese waar is. 

b) 
De interpretatie die we hier aan kunnen geven gaat als volgt: Als we een heel grote serie steekproeven nemen, en op basis van elke steekproef een 95%-betrouwbaarheidsinterval construeren, dan zal ongeveer 95% van die gevonden betrouwbaarheidsintervallen de echte (maar nog steeds onbekende) waarde van p bevatten. 
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