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	Universiteit van Amsterdam

Faculteit Economie en Bedrijfskunde

(Afdeling Kwantitatieve Economie)
	Tentamen Kansrekening en Statistiek 1

5 april 2006,   9.30 – 12.30 uur


Dit tentamen bestaat uit 7 vragen verdeeld over 2 bladzijden. Motiveer uw antwoord altijd. Het totale aantal punten is 100. Indien het tentamencijfer minstens 4,5 bedraagt, dan worden de cijfers voor de voortgangs-toetsen en voor het computerpracticum elk voor 20% meegewogen in het eindcijfer. Los verstrekt: tabel

voor de standaard normale verdeling. Gebruik van rekenmachines is NIET toegestaan. 
1 [15] 
Een continue stochast X heeft de volgende kansdichtheid:
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a 
Bepaal de waarde van b.

b 
Teken de kansdichtheid van X en geef in de grafiek aan wat ongeveer de verwachtingswaarde van X zal zijn. (
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c 
Bereken de verwachting en de variantie van X.

2 [10] 
Gegeven zijn drie gebeurtenissen A, B en C met kansen:
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Verder is gegeven dat B en C disjunct zijn, dat A en B onderling onafhankelijk zijn, en dat A en C onderling onafhankelijk zijn. Bepaal 
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3 [15] 
Drie studenten A, B en C staan op het punt om het praktijkexamen te doen voor het rijbewijs. Hun rij-instructeur schat hun kansen op slagen als volgt: De kans dat A zal slagen is 90%, dat B zal slagen 80%, en dat C zal slagen 50. Neem aan dat het slagen van de studenten onderling onafhankelijke gebeurtenissen zijn.

a 
Bepaal de kans dat precies twee van hen zullen slagen.

b 
Na afloop van het examen wachten ze op de uitslag, en er wordt hen eerst verteld dat precies twee van hen geslaagd zijn. Wat is nu de kans dat B geslaagd is?

c
Bereken dezelfde kansen voor A en C. Hoe zou het te verklaren zijn dat het nieuws dat er twee geslaagd zijn, veel positiever uitvalt voor A en B dan voor C?

4 [10] 
Bij een lotto worden wekelijks 6 ballen getrokken (zonder teruglegging) uit een totaal van 45 ballen, die genummerd zijn van 1 tot 45.

a 
Laat zien dat het totale aantal verschillende combinaties van 6 ballen die getrokken kunnen worden ongeveer gelijk is aan 8 miljoen. (dit ten behoeve van de zwakkere rekenaars; goede rekenaars mogen (maar hoeven niet) het resultaat exact bepalen).

b 
Men is geïnteresseerd in de kans dat gedurende een periode van 20 jaar een zelfde serie van 6 winnende getallen meer dan één keer wordt getrokken. Geef aan hoe deze kans bepaald kan worden.

5 [15] 
Voor een stochast X, die de levensduur van een bepaald onderdeel voorstelt, is de volgende verdelingsfunctie gegeven:
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a 
Bepaal de kansdichtheid van X.
b 
Bepaal de betrouwbaarheid 
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 en de faalintensiteit (hazard-rate) van X. Maak grafiekjes van de faalintensiteit en van de kansdichtheid, en verklaar hoe het komt dat deze twee zo sterk uit elkaar lopen als x in de buurt van 2 komt.

6 [15] 
Zij X het aantal successen bij n onafhankelijke experimenten, die elk een kans p op succes hebben. 
a
Gebruik deze beschrijving om de kansdichtheid 
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 van X te vinden. Leg uit!

b 
Leidt uit bovenstaande kansdichtheid af dat 
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c 
Volg de volgende stappen om een andere formule te vinden voor 
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 in het geval dat 
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1 - Bepaal 
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     (gebruik resultaat van onderdeel b)

2 - Gebruik bovenstaand resultaat teneinde 
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 (voor i=1,2, . . .) uit te drukken in 
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3 – Bepaal nu 
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   (Maak evt. gebruik van het feit dat 
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4 – Wat is dus de resulterende formule voor
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, en hoe heet deze verdeling?

7 [20] 
Volgens het CPB (21 maart 2006) zal er in 2006 een duidelijke verbetering van de koopkracht optreden voor de meeste inwoners van Nederland. Desondanks stelt een professor in de economie dat nog steeds minder dan 60% van de bevolking verwacht dat hun koopkracht zal verbeteren. Elsevier wil bewijzen dat deze bewering waar is. Daartoe nemen zij een aselecte steekproef van 150 inwoners. (In de opgave kunnen binomiale kansen worden benaderd m.b.v. een normale verdeling).

a 
Stel de hypothesen op, definieer een geschikte toetsingsgrootheid, en bepaal het kritieke gebied (verwerpingsgebied) voor de toetsingsgrootheid bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 
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b 
Van de 150 ondervraagde inwoners geven 79 aan dat zij verwachten dat hun koopkracht zal stijgen. Wat is de conclusie betreffende de stelling van de professor?

c 
Als de werkelijke fractie van mensen die denken dat hun koopkracht gaat verbeteren, gelijk is aan 50%, wat is dan de kans op een fout van de tweede soort? (omdat rekenmachines niet zijn toegestaan, mag gesteld worden dat 
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1      a
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 moet gelijk zijn aan 1. Dus: 
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b 
Hier niet getekend. Duidelijk is te zien dat E(X) een beetje kleiner dan 1 is; de verwachting kan namelijk gezien worden als het zwaartepunt langs de X-as van de figuur die gevormd wordt door de oppervlakte onder de kansdichtheid. Ook andere redeneringen kunnen OK zijn, maar de opmerking dat méér dan de helft van de oppervlakte zich links van 1 bevindt, is niet voldoende. Dat toont alleen maar aan dat de mediaan kleiner is dan 1; als de kansdichtheid een lange, dunne staart aan de rechterkant gehad zou hebben, dan zou desondanks de verwachting nog steeds groter dan 1 geweest kunnen zijn.
c 
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3      a 
Laat A de gebeurtenis zijn dat student A slaagt, en definieer B en C overeenkomstig. Dan:
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b
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c 
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Als er slechts twee studenten geslaagd zijn, dan moet er dus een gezakt zijn. Het is veel waarschijnlijker dat C zakt dan A of B (kans 50% versus 10% en 20%), daarom is het bericht dat er slechts twee geslaagd zijn slecht nieuws voor C, en juist goed nieuws voor A en B.
4      a 
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b 
Dit probleem kan herkend worden als een speciale toepassing van het verjaardagsprobleem, waarbij het aantal ‘dagen’ in het ‘jaar’ gelijk is aan 8145060, en het aantal ‘kinderen’ in de klas gelijk is aan 20 maal 52 = 1040. P(meer dan één keer dezelfde winnende getallen) = 
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5      a 
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 Als x in de buurt van 2 komt, moet de faalintensiteit wel zeer groot worden, omdat het duidelijk is dat de levensduur nooit groter kan zijn dan 2. Dus als het onderdeel nog steeds werkt op een tijdstip vlak voor 2, dan zal de dichtheid op falen erg hoog worden.
6          
Zie theorie over de binomiale en de Poisson verdeling
7      a
Er staat: Elsevier wil bewijzen dat de bewering van de professor waar is. Aangezien het alleen maar mogelijk is om datgene aan te tonen wat in de alternatieve hypothese genoemd wordt, moeten we dus de volgende hypothesen gebruiken: 
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Toetsingsgrootheid X: aantal mensen in steekproef die koopkrachtverbetering verwacht.

Uit de hypothesen blijkt dat we de nulhypothese dienen te verwerpen als we weinig mensen in de steekproef aantreffen die een koopkrachtverbetering verwachten, dus als 
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 zodanig gekozen dient te worden dat 
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Nu kan X (die een binomiale verdeling heeft) benaderd worden door een normaal verdeelde stochast Y met verwachting 
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Deze kans is kleiner of gelijk aan 0.05 als 
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Dus: verwerp 
[image: image45.wmf]0

H

 als 
[image: image46.wmf]79

X

£

.

b 
De waargenomen waarde van de toetsingsgrootheid valt in het kritieke gebied, dus kan de nulhypothese verworpen worden, en daarmee is (bij onbetrouwbaarheidsdrempel 0.05) het gelijk van de professor aangetoond.

c 
Kans op een fout van de tweede soort = 
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