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Onderdeel 2: analyse

1 a Bereken

1
/ xInx dx.
0

b Bereken

3 4x2
[ —
0 X34+x2—x—1

c Bereken

4
/ 1/ 16 — X2 dx.
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a De integraal is oneigenlijk, omdat de integrand niet is gedefiniéerd in 0:

1 1
/ xInxdx=Ilim | xInxdx
0 al0 Ja

Partiéle integratie met U’ = xenv = Inx:

1101 1 1,1 1 1 a2
——/ xdx=—Za’lna—>x* | = —Za’lna— >+ —.
a 2 a

xInx dx = =x%Inx
/a d 2 2 4 a 2 4 4

Neem de limiet, en merk op dat lima|o a’lna = 0 een standaardlimiet is:

/1xlnx dx = lim (—Eazlna— E + a_2> _ 1
0 alo 2 4 4 4
b Factoriseer eerst de noemer van de integrand:
XX —x—1=(x—1)(x+1)>2
Schrijf de integrand om door de breuk te splitsen:

4x2 _A . B C
(x—D(x+1)2 x—1 x+1 (x+1)2

Vermenigvuldig links en rechts met de noemer van de integrand:
4x% = A(X+1)> +B(x—1)(x+1) +C(x—1) = (A+B)X* + (2A+C)x+A—-B-C

Door de coéfficiénten links en rechts met elkaar te vergelijken, vinden we de volgende con-
dities voor A, Ben C:

A+B=4, 2A+C=0, A-B-C=0.



De eerste twee leveren C = —2A en B = 4 — A, substitutie in de derde vergelijking levert
vervolgens A— 4+ A+ 2A =0, ofwel A= 1. We hebben gevonden dat

/% 452 dx/% 1 3 2 ix
o (x=1)(x+1)2 " Jo x—1+x+1_(x+1)2

y

3] 4
—|+=—=In1—-In1-2
2‘+3

(Inx 1+3In|x+1|+ —
X+1

:In]%\+3ln

—In2+3|n3—3|n2—§

In27 2
16 3’

3 We halen eerst de factor 16 onder de wortel vandaan:

/O“mdx:zl/o“,/l_(g)zdx.

Nu substitueren we (x/4) = sint, ofwel x = 4sint, met dx = 4cost dt. Dan krijgen we (let
op de grenzen):

:4/2 V1 —sint-4cost dt = 16/§ |cost|cost dt;
0 0
merk op dat op het integratieinterval | cost| = cost:

—16/ cos’t dt = 8/5 (1+cos2t)

3 T
) B3 =4

2 Laaty: (—1,0) — R een continu differentieerbare functie zijn, waarvoor geldt dat y(0) = 1
en

1
= 2t
8< +2sm

y(¥) = —y(x)?,
voor allex. Bereken y(1).

We delen links en rechts door y(x)? en integreren van 0 naar x:

/O)(%dt:—/ox dt.

Nieuwe variabele u = y(t):

X X y(X)
—xz_/ dt:/&t)zdt:/ d_;:_} oy L
0 0 y(t) yo) U ul y(x)



Dit levert:

1
y(x) = Tix

We lezen af dat y(1) = 3.

3 a Convergent of divergent? Bewijs je antwoord:

L2n+1

b Bewijs met de integraaltest dat de volgende reeks convergeert:

nzl -

c Bepaal de convergenti estraal van de volgende reeks met de ratio-test:
o ”2”

3n2+1

d Geef het tweede orde Taylorpolynoomvan f(x) = (1 -+ x)% rond x = 0. Geef hiermee
een benadering van v/1.1. Hoe nauwkeurig is deze benadering?

a Dit is een alternerende reeks met algemene term (—1)"a, = (—1)"/(2n+1). De reeks a, is
monotoon dalend, omdat

1 1 (2n+3)—-(2n+1) 2

_ — _ — = 0.
Tl TN 1 2043 (2nt1)(2n+3)  (2ntD)(2n+3)
Tenslotte is
lima, = lim
nHOOan n—)002n+1

Van alternerende reeksen met deze eigenschappen weten we dat ze convergeren.
b Laat f(x) = x?In(x). Dan is
f/(x) = —2x3In(x) +x 3 = x3(1 - 2Inx).

Dit is negatief als Inx > % ofwel x > e2. Dus

© 3 Inn /®Inx

IR D R A

De integraal kunnen we uitrekenen met partiéle integratie:

/°°In_xd ___|nx +/ _1 oo_ln_3+1
3 o xlza 3 3

De integraal is convergent; volgens de integraaltest is dan de reeks ook convergent.



¢ De algemene term van de reeks is

D
3n2+1" "

an

voor de ratio-test berekenen we:

3n+1
(_1)n2nX2n

o 3P+1 2
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en

L= lim | 22| = 22,

n—o0

Volgens de ratio-test divergeert de reeks als 2x? > 1, dus als |x| > %\/? en convergeert de
reeks als 2x? < 1, dus als |x| < % 2. Dit levert dat de convergentiestraal R gelijk is aan

R:%\/E.

d Voor het tweede orde Taylorpolynoom hebben we de eerste twee afgeleides van f(x) =
(1+x)% nodig:

C =200 E =g L
Het tweede orde Taylorpolynoom rond x = 0 is dan

To(x) = £(0) + £/(0)(x—0) + fﬂz(!o) (x—0)?

Hiermee berekenen we de benadering T»(0.1) van v/1.1:
T>(0.1) =1+0.05—0.00125 = 1.04875.

We weten dat als | f (3 (x)| < M voor alle x € [0,0.1], dat dan voor alle x € [0,0.1] geldt dat:

x3

1100 = T209| = [ReX)| < M

De derde afgeleide van f is gelijk aan &) (x) = §(1+x)‘%, en omdat dit een dalende

functie is, is de ‘zuinigste’ waarde die we voor M kunnen nemen gelijk aan f(®(0) = 3/8.
De formule levert dan
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